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Préface 


Introduction 


Une bonne compréhension de la théorie de l’intérêt est essentielle de nos jours 
pour être un emprunteur avisé, faire des choix judicieux pour son hypothèque et ses 
prêts, ainsi qu'être un investisseur averti. Un de mes souhaits en rédigeant ce livre 
est justement de présenter les éléments fondamentaux de cette théorie. J’aurai alors 
atteint un de mes objectifs si, peu importe le prêt ou l’investissement, le lecteur sera 
en pays de connaissance. 

La rédaction de ce livre s’est faite au fil des trimestres et des années parallèle- 
ment à mon enseignement du cours Mathématiques financières I, cours obligatoire 
du programme de baccalauréat en actuariat à l’Université du Québec. De ce fait, le 
texte a été rédigé avec ces lecteurs, les étudiants de première année en actuariat, en 
tête. Mais les étudiants en administration et en finance y retrouveront aussi tous les 
éléments nécessaires pour leur apprentissage de la théorie de l’intérêt. 


Organisation du livre 


Ce livre est divisé en sept chapitres et deux annexes. Chaque chapitre se termine 
par une série d’exercices résolus et non résolus. Il y a ainsi 201 exercices, dont 125 
résolus, et les solutions des exercices résolus se retrouvent à l’annexe A. En plus, 
l’annexe B consiste en 200 exercices à choix multiple de réponses. J’ai acquis la 
conviction en enseignant ce sujet qu’il était très important pour bien l’apprendre 
de faire de multiples exercices. Cette certitude que, pour les étudiants en actuariat, 
faire de nombreux exercices est une des clés pour une bonne préparation à l’examen 
de la Society of Actuaries (SOA) et de la Casualty Actuarial Society (CAS) sur 
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les mathématiques financières et surtout de le réussir, m’a guidé dans ce choix 
d'inclure tous ces exercices. Voici aussi un autre de mes objectifs qui m’a vraiment 
donné le courage de rédiger ce texte ! 


Dans le premier chapitre, les différentes mesures de l’intérêt, par exemple, le 
taux effectif d’intérêt, le taux nominal d’intérêt, le taux effectif d’escompte, le taux 
nominal d’escompte, taux d’intérêt simple et composé, ainsi que la capitalisation 
et l’actualisation, deux concepts esssentiels de la théorie, sont présentées. Dans le 
second chapitre, les principes de base qui permettent de relier entre eux les mon- 
tants d’un flux financier et le taux d’intérêt sont décrits. Ce chapitre est complété 
par une description de la méthode de bissection pour déterminer un taux d’intérêt, 
ainsi que des questions d'échéance. 


Les troisième et quatrième chapitres sont consacrés à l’étude des annuités cer- 
taines. Un annuité consiste en une série de paiements à intervalles réguliers, par 
exemple, à tous les mois comme dans le cas d’une hypothèque. Elles apparaissent 
si fréquemment dans les transactions, comme le remboursement d’un prêt ou l’ac- 
cumulation d’un capital, que leur étude est essentielle. Au cinquième chapitre, le 
taux de rendement est défini. Ce concept apparait sans cesse en finance. Il nous per- 
met de mesurer la performance d’un investissement ou d’un fonds de placement. 
Des questions de réinvestissement sont aussi abordées en relation avec le rende- 
ment. 


Le sixième chapitre porte principalement sur deux sujets : l'amortissement d’un 
prêt et les fonds d’amortissement. Lors du remboursement d’un prêt, chacun des 
paiements comporte une portion d'intérêt versé et une portion du remboursement 
du capital emprunté. L’amortissement est de déterminer chacune de ces portions. 
Pour d’autres prêts, par exemple, dans le cas de certaines obligations, l’emprunteur 
verse régulièrement l’intérêt dû et fait aussi des dépôts dans un fonds, dit fonds 
d'amortissement, pour ainsi accumuler le capital emprunté. Les fonds d’amortis- 
sement constituent la deuxième partie du sixième chapitre. Il y a aussi une brève 
section sur l’amortissement de prêt pour les cartes de crédit. 


Les obligations négociables sont étudiées au septième chapitre. Les agences 
gouvernementales, les municipalités et les corporations pour mener à terme leurs 
projets empruntent sur les marchés au moyen d’obligations. Celles-ci sont négo- 
ciables. Dans ce chapitre, la relation entre le prix et le taux de rendement de ces 
obligations, l’amortissement et le calcul du taux de rendement sont décrits. 


Préface XV 


En résumé, les sujets importants traités dans ce livre sont les suivants : 
les diverses mesures de l’intérêt ; 

les principes de base de la théorie de l’intérêt ; 

les annuités certaines ; 

le rendement et le réinvestissement ; 

l'amortissement ; 


les fonds d’amortissement ; 


SON CE RO 


les obligations négociables. 


À l’attention des étudiants et aux enseignants 


À quelques endroits dans le texte, il est nécessaire d’utiliser des notions du 
calcul différentiel et intégral. Par exemple, l’algorithme de Newton-Raphson fait 
appel à la notion de dérivée d’une fonction. Il y a peu d’occasion où ceci se produit, 
mais pour l’étudiant peu familier de ces notions, il suffit d’accepter les résultats et 
de poursuivre la lecture. 

Certains exercices à la fin des chapitres sont annotés du symbole (f). Ces exer- 
cices sont difficiles, souvent de nature plus théorique et nécessitent pour les ré- 
soudre des notions mathématiques qui ne sont pas présentées dans ce livre. 

Pour les exercices à choix multiple de réponses, ceux-ci font appel à la matière 
vue dans tout le livre. Ils ne sont pas dans l’ordre dans lequel la matière est présen- 
tée dans le texte. Ils sont là pour permettre une révision d’une partie de la matière 
de l’examen de la Society of Actuaries (SOA) et de la Casualty Actuarial Society 
(CAS) sur les mathématiques financières. 

Le livre correspond à ce qu’il est possible de traiter dans un cours de quarante- 
cinq heures durant un trimestre et il m’a donc fallu faire des choix. Par exemple, les 
sujets suivants ne sont pas traités dans ce livre : les produits dérivées, l’immunisa- 
tion, la duration et la convexité. La SOA recommande plusieurs livres (en anglais) 
sur la théorie de l’intérêt. Vous trouverez cette liste dans la bibliographie. 


Remerciements 


J'aimerais remercier en premier lieu mes collègues Matthieu Dufour, Jacques 
Labelle et Claude Pichet qui m'ont suggéré des exercices, apporté des commen- 
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taires constructifs et pertinents, ainsi que signalé des coquilles typographiques pour 
les différentes versions de ce texte. De plus, Claude Pichet est en partie à l’origine 
du projet de rédiger ce texte, puisqu'il est celui qui a mis en place le programme de 
baccalauréat en actuariat à l’Université du Québec à Montréal. 

Au fil des années, les étudiants en actuariat de l’Université du Québec à Mont- 
réal m’ont aussi beaucoup apporté par leurs questions. Celles-ci m’ont permis de 
mieux adapter le texte pour le rendre plus clair et accessible. Je les en remercie. 

Les mots ne suffisent pas pour exprimer tout ce que je dois à mon épouse Ga- 
brielle. Son soutien et sa patience avec moi ont été inestimables tout au long des 
années. 


Chapitre 1 


Intérêt et escompte 


Dans ce chapitre, nous allons présenter le concept d'intérêt, ainsi que les dif- 
férentes façons existantes pour mesurer l'intérêt : taux effectif, taux nominal, taux 
d’escompte et taux instantané. Nous discuterons aussi de l’intérêt simple et com- 
posé. 

L'intérêt est ce qu’un emprunteur d’une somme d’argent (un capital) versera à 
un prêteur pour l’utilisation de cette somme pendant un certain temps. C’est aussi 
ce que le prêteur demande à l’emprunteur à titre de compensation pour ne pas 
pouvoir utiliser le montant prêté pendant la durée du prêt. Les deux parties doivent 
se mettre d’accord sur ce montant. 

Nous désignerons à l’occasion le prêteur comme étant le créancier et l’emprun- 
teur comme étant le débiteur. Parfois dans les pages économiques des journaux, 
l'intérêt est décrit comme étant le loyer de l’argent. 

Sans faire une liste exhaustive, plusieurs facteurs agissent sur le montant d’in- 
térêt demandé : 


1. le marché, c’est-à-dire les taux d’intérêt en vigueur ; 

2. le risque de défaut de paiement de la part de l’emprunteur ; 

3. l’inflation ; 

4. autres conditions afférentes : dispositions permettant à l’emprunteur de règler 
son prêt plus tôt, par exemple. 


Nous ferons une liste plus exhaustive de ces facteurs dans un chapitre ultérieur 
lorsque nous discuterons d’obligation. L'intérêt est ce qui est versé en sus du mon- 
tant initialement prêté. 
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Exemple 1.1. Anatole prête à Barnabé 20 000 $ pour six mois et après cette pé- 
riode, ce dernier remet à Anatole le montant de 20 800 $. Donc l’intérêt versé à 
Anatole par Barnabé est de 800 $. 


Exemple 1.2. Cléo emprunte 12 000 $ à la banque pour l’achat d’une automobile. 
Elle rembourse ce prêt en faisant 36 paiements mensuels de 365 $. Donc l’intérêt 
versé est 36 x 365 $ — 12 000 $ = 1 140 $. 


Une transaction financière banale est l’investissement d’une somme d’argent à 
intérêt. Il suffit de penser au dépôt d’un montant d’argent dans un compte d’épargne 
à la banque. Dans une telle situation, le montant initial est appelé le principal ou 
le capital, le montant total reçu après une période de temps est appelé la valeur 
accumulée et la différence entre les deux, l'intérêt. 

Nous désignerons par { : le temps écoulé depuis la date de l’investissement avec 
comme convention que { = 1 signifie qu’une année s’est écoulée depuis l’investis- 
sement initial. Cette unité de temps est appelée la période et comme nous l’avons 
indiqué, celle-ci sera d’un an à moins d’avis contraire. Plus tard, t = 1 signifiera 
qu’une période de capitalisation s’est écoulée. 

Nous utiliserons le dollar comme unité monétaire dans ce livre. Mais nous au- 
rions tout aussi bien pu utiliser l’euro, le yen, etc. Ceci n’a aucune incidence pour 
les concepts présentés. 


1.1 Capitalisation 


Nous pouvons considérer l’investissement de 1 $ de principal et nous désigne- 
rons alors par a(t) : le montant total accumulé au temps t. Nous dirons que a(t) 
est la fonction de capitalisation. Les fonctions suivantes sont des exemples de 
fonction de capitalisation : 


Exemple 1.3. a(t) — 1+it avec à > 0. Dans ce cas, le graphe de a(t) est tracé à la 
figure (1.1) à la page 3. Comme nous le verrons, il s’agit de la situation de l’intérêt 
simple. 


Exemple 1.4. a(t) — (1 + i)t avec à > 0. Dans ce cas, le graphe de a(t) est tracé 
à la figure (1.2) à la page 3. Comme nous le verrons, il s’agit de la situation de 
l'intérêt composé. 


1 Intérêt et escompte 


a(r) = (1 + 0,056) 


FIGURE 1.1 — Intérêt simple a(t) = (1 +üt) 


af) = (1,05) 


FIGURE 1.2 — Intérêt composé a(t) = (1 + à) 
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at) = (1 +10,05 r|) 


FIGURE 1.3 — Fonction de capitalisation a(t) = (1 +ilt]) 


Exemple 1.5. a(t) = (1+i|t]) avec à > 0. Ici |t] désigne la partie entière de t. 
Par exemple, [1,75] = 1. Dans ce cas, le graphe de a(t) est tracé à la figure (1.3). 
L'intérêt pour une année n’est versé que si l’année a été complétée. 


Exemple 1.6. a(t) = (1+4)Lt] avec à > 0. Dans ce cas, le graphe de a(t) est tracé 
à la figure (1.4) à la page 5. 
Dans les figures (1.1) à (1.4), i = 5%ett € [0, 20]. 
Nous discuterons dans quelques pages des différentes situations : intérêt simple 
ou composé correspondant aux fonctions de capitalisation ci-dessus. 
Nous pouvons énoncer trois propriétés attendues de la fonction de capitalisa- 
tion : 
le a(0)= 1: 
2. a(t) est une fonction croissante ; 
3. a(t) est une fonction continue si l'intérêt croit continûment. 


Il est possible de concevoir mathématiquement que la fonction a(t) soit dé- 
croissante, mais il est très rare qu’une telle situation se produise en pratique. Il y 
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a) = (1,05)! 


FIGURE 1.4 — Fonction de capitalisation a(#) = (1 + i)L! 


a des situations pour lesquelles l’intérêt ne s’accroîtra pas continûment. Dans le 
cas des exemples 1.3 et 1.4, la fonction a(t) est continue, alors que dans celui des 
exemples 1.5 et 1.6, elle n’est pas continue, maïs plutôt continue par morceaux. 

Si le principal investi est plutôt de 4 dollars avec k > 0, nous désignerons 
alors par A(t) : le montant accumulé au temps t dans cet investissement. Cette 
fonction A(t) est appelée la fonction d’accumulation. Nous avons A(t) = k a(t). 
Il est clair que A(0) = k et que A(t) satisfait les propriétés 2 et 3 ci-dessus, à 
savoir que A(t) est croissante et, en plus, est une fonction continue si l’intérêt 
croit continûment. Noter que l’intérêt pour la n° période (depuis la date initiale de 
l'investissement) est 


In = An) - A(n—1) avec n>1. 


En effet, A(n) (respectivement A(n — 1)) est le montant accumulé après n 
(respectivement n — 1) périodes et la différence A(n) — A(n—1) est l’augmentation 
du montant investi pendant la n° période. Ceci est bien l’intérêt obtenu pendant cette 
période. 
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Le taux effectif d’intérêt, noté par 1, est le rapport du montant d’intérêt gagné 
durant la première période sur le montant de principal investi initialement. Donc 


Nous aurions aussi pu écrire ceci au moyen de la fonction de capitalisation 
plutôt que celle d’accumulation. Aïnsi 


i=a(1)—a(0) ouencore a(1) = 1 +4, 


car a(0) — 1. En d’autres mots, 4 est ce que nous rapportera 1 $ investi au début 
de la première période, investissement pour lequel l’intérêt sera payé à la fin de la 
période. 

Ce que nous avons défini ci-dessus est le taux effectif d’intérêt pour la première 
période. Mais il est possible de définir ce taux effectif pour chacune des périodes. 

Le taux effectif d’intérêt pour la n° période, noté par 1», est défini par la 
formule 

A(n) — A(n—1) 1 


Ce Éd Au) 


où n est un entier > 1. 
Quelques remarques concernant cette notion de taux effectif d’intérêt : 


Remarque 1.1. Le mot effectif nous permet de distinguer cette notion de celle de 
taux nominal d’intérêt que nous présenterons à la page 23. Dans le cas du taux 
effectif, l'intérêt est capitalisé qu’une fois par période, alors que dans le cas du taux 
nominal, l’intérêt est capitalisé plusieurs fois par période. 


Remarque 1.2. L'intérêt est payé à la fin de la période. Nous verrons plus loin une 
situation pour laquelle l’intérêt est payé au début de la période et, dans ce cas, nous 
désignerons cette notion par le terme faux d’escompte. 


Remarque 1.3. Nous supposons que le principal investi est constant pendant toute 
la période de l’investissement. Il n’y a ni ajout, ni retrait. 


Remarque 1.4. Le taux effectif d’intérêt est généralement exprimé en pourcentage. 
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De l'équation (1.1), nous obtenons 
A(n) = A(n—1)+in A(n—1) =(1+i) A(n—1). 


et, en utilisant récursivement cette dernière équation, nous pouvons en déduire la 
série suivante d’égalités : 


A(1) = (1+ü) A(0); 
A(2) = (1 +2) A1) = (1 + ü2)(1 + à) A(0); 


A(n) = (1 +in) An —1) =. = (1+in)(1 +in-1) "(1 +) 4(0). 


Conséquemment nous pouvons déterminer le montant accumulé A(n) à la fin 
de la n° période en fonction du principal et des taux effectifs d’intérêt pour chacune 
des périodes. En effet, nous avons obtenu 


Exemple 1.7. Dans un investissement, le taux effectif d’intérêt est de 7,5% pour la 
première année, 7% pour la seconde et 6,5% pour la troisième. Quel sera le montant 
accumulé à la fin de la troisième année si le principal investi est de 1 000 $ ? Le 
montant accumulé après trois ans sera par l’équation (1.2) : 


A(3) = 1 000 (1 + 0,075) (1 + 0,07) (1 + 0,065) = 1 225,02 $. 


Nous allons maintenant décrire deux cas typiques de fonction de capitalisation : 
celui de l’intérêt simple et celui de l’intérêt composé. 

Considérons l’investissement de 1 $ pour lequel le montant d’intérêt gagné à 
chacune des périodes est constant. Nous désignerons par à : ce montant d’intérêt. 
Il faut noter que c’est le montant d’intérêt qui est constant et non le taux effectif 
d’intérêt. Donc pour la fonction de capitalisation, nous obtenons a(1) = 1 + à, 
a(2) = 1+i+4i— 1 +721 et sans peine a(t) = 1 + it pour tout { € N. Une telle 
situation est celle de l’intérêt simple. Ici nous avons défini a(t) pour t un entier 
naturel, mais la fonction de capitalisation a(t) peut être définie pour tout nombre 
réel { > 0 en supposant que l'intérêt s’accumule proportionnellement pour toute 
fraction de période. Ainsi la fonction de capitalisation dans la situation de l’intérêt 
simple est 

a(t)=1+it avect > 0. 


Dans ce cas, est le taux d’intérêt simple. 
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Remarque 1.5. Si à est le taux d’intérêt simple, alors le taux effectif d’intérêt pour 
la n° période sera 


afn)—a(n—1) (1+in)—(1+i(n—1)) i 


an —1) l+i(n-1) | 1+in-1 


In — 


De ceci, nous pouvons conclure que le taux effectif d’intérêt , décroft avec n 
dans la situation de l'intérêt simple. Intuitivement nous pouvons facilement nous 
convaincre de ce fait : le capital augmente avec les périodes, alors que le montant 
d'intérêt gagné est fixe à chaque période. 


Exemple 1.8. La valeur accumulée par 4 500 $ investi pour 3 ans au taux d’intérêt 
simple de 7% par année sera 


4 500 (1 + 3(0,07)) = 5 445 $. 


L'intérêt simple est souvent réservé pour des placements de courte durée. En 
général, ce n’est pas l'intérêt simple qui est utilisé dans les transactions financières, 
mais plutôt l’intérêt composé. Nous allons maintenant décrire cette forme de capi- 
talisation. 

Considérons l'investissement de 1 $ pour lequel l’intérêt gagné à la n° période 
est investi et gagne de l’intérêt pour la (n + 1)° période. Ceci est souvent décrit en 
parlant de l’intérêt sur l’intérêt. Ainsi nous aurons après capitalisation a(1) — 1+4 
à la fin de la première période, a(2) = 1 + à + à + 1?. Le premier à est l’intérêt 
gagné sur le principal de 1 $ à la première période, le second à est l’intérêt gagné 
sur le principal de 1 $ à la seconde période et le 5? est l’intérêt gagné à la deuxième 
période sur le montant d’intérêt à obtenu à la première période. En d’autres mots, 
a(2) = (1 + i)?. Nous aurions aussi pu obtenir cette formule de la façon suivante : 
a(2) = (1+i) + (1 + i)i, où (1 + à) est le montant accumulé au début de la 
deuxième période et (1 +) à est l’intérêt gagné pendant la deuxième période sur le 
montant de (1 + 4). Par le même raisonnement, nous obtenons a(3) = (1 + à)? + 
(1 + i)?i = (1 +4). Dans ce cas, (1 + 4)? est le montant accumulé au début de la 
troisième période et (1 + i)?i est l'intérêt gagné pendant la troisième période sur le 
montant de (1 +4)2. Nous obtenons facilement que la fonction de capitalisation est 
a(t) = (1 + i)t pour t € N. Une telle situation est celle de l’intérêt composé. Ici 
la fonction de capitalisation a(t) est définie pour tout t € N, mais celle-ci peut être 
définie pour tout nombre réel { > 0 en supposant que la fonction de capitalisation 
est continue et que l’intérêt gagné par l’investissement de 1 $ au temps { + s où 
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t,s > 0 est la somme de l'intérêt gagné sur le 1 $ au temps t et de l’intérêt sur 
l'investissement du montant accumulé au moment { pour une durée de s. En termes 
algébriques, cette hypothèse est 


a(t + s) — 1 = fa(t) — 1] + [a(t) (a(s) — 1)]. 


Il est facile de vérifier que cette dernière équation est équivalente à a(t + s) — 
a(t) a(s) pour tout t,s > 0. Avec ces deux hypothèses, il n’y a alors qu’une seule 
possibilité pour la fonction de capitalisation. Aïnsi dans la situation de l’intérêt 
composé, nous obtenons alors que 


a(t)=(1+i)t avect > 0. 


Dans ce cas, est le taux d’intérêt composé. 

Nous pouvons démontrer ce qui précède, à savoir que la seule fonction continue 
a(t) pourt E R,t > O telle que a(n) = (1+4)" pour n € Net a(t+s) = a(t) a(s) 
pour t,s > O est a(t) = (1 + à)! de la façon suivante. Notons premièrement que 


1 
«(:) = (1+3)1/9 sigeNetqg#0, 


parce que, en utilisant la propriété a(t + s) = a(t) a(s), nous avons 


a()] =a(2)-am-a+5 — «(s)=a +0 


Maintenant si p,q € N,q 0, alors 


«D mana 


Rappelons que la fonction a(t) est continue par hypothèse. Il est bien connu que 
la fonction t + (1 + i)' est continue si t > 0. Nous avons donc deux fonctions 
continues a(t) et (1 + i)! définies pour t > O0 et qui sont égales sur l’ensemble 
des nombres rationnels positifs. Ce dernier ensemble est dense dans l’ensemble 
des nombres réels positifs. Dans une telle situation, nous avons nécessairement 
l’égalité des deux fonctions. Ceci est une proposition démontrée dans un premier 
cours d’analyse mathématique. 
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FIGURE 1.5 - Comparaison entre l’intérêt simple et composé 


Remarque 1.6. Si à est le taux d’intérêt composé, alors le taux effectif d’intérêt 
pour la n° année est 
a(n)—a(n—1) (1+i-(1+41 


in = en re = (1+i)—1=i. 


Ainsi dans la situation de l’intérêt composé, le taux effectif d’intérêt est constant et 
égal au taux d’intérêt composé 1. 


Nous pouvons comparer les fonctions de capitalisation dans les cas de l’intérêt 
simple et de l’intérêt composé pour le même taux d’intérêt :. Nous illustrons ceci 
en traçant les graphes des deux fonctions sur la même figure. 

Sur la figure (1.5), il faut noter le comportement suivant de ces fonctions de 
capitalisation : 


1. si0 <t < 1 alors (1 +it) > (1+ü)t; 
2. sit > 1, alors (1 + it) < (1+i}t. 
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Ici nous supposons bien entendu que le taux d’intérêt à > 0. En d’autres mots, 
si la durée du prêt est moins d’une période (c’est-à-dire 0 < + < 1), alors il est 
plus favorable au prêteur que l’intérêt sur le prêt soit simple, par contre si le prêt 
est pour une durée supérieure à une période (c’est-à-dire { > 1), alors il est plus 
favorable au prêteur que l’intérêt sur le prêt soit composé. Démontrons maintenant 
les inégalités ci-dessus. 


Lemme 1.1. Si > Oett > O0, alors 
1 (1+it)>(1+i)t lorsque0 <t<1; 
2. (1+it) <(1+i)t lorsquet > 1. 


Preuve. Sii = 0 ou t = 0 ou 1, alors les inégalités sont des égalités dans ces cas 
et sont clairement vérifiées. Nous supposerons donc dans ce qui suivra que à > 0 
et que { > 0 avec t ZÆ 1. Fixons t. Considérons la fonction f(i) de à définie par 
f(i) = (+) — (1 + it) pour à > 0. Il nous suffit donc de montrer que si t est 
compris entre 0 et 1, alors f(i) < 0 pour tout à > Oetsit > 1, alors f(i) > 0 pour 
tout à > 0. 

Notons que f(i) est une fonction différentiable de + et sa dérivée est égale à 


HOPPER ET CET RES 


Si0 <t < 1, alors t — 1 < Oet (1 +i)f! <1car(1+i) > 1 = (1+i)t 1 < 
1i-1 = 1. Cette dernière inégalité est vérifiée parce que { — 1 est négatif. De ceci, 
nous obtenons que si 0 < t < 1, alors f’(i) < 0, f(i) est une fonction décroissante 
de à et ainsi f(é) < f(0) = 0. Sit > 1, alors t — 1 > Oet (1+4) 1 > 1 car 
(+ >1=(1+i)tt x 1/1 2 1, Cette dernière inégalité est vérifiée parce 
que t — 1 est positif. De ceci, nous obtenons que sit > 1, alors f’{(i) > 0, f(i) est 
une fonction croissante de à et ainsi f(i) > f(0) = 0. Nous avons donc démontré 
le lemme. 


Parfois la fonction de capitalisation est une combinaison des deux situations : 
pour la partie entière de t, c’est la fonction de capitalisation de l’intérêt composé 
qui est utilisée et pour la partie fractionnaire de t, c’est la fonction de capitalisation 
de l’intérêt simple qui prévaut. Ainsi 


at)=(1+dtlf1+i(t-{|t)] pourt>0, 
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où |] est la partie entière de t. 
Pour nous, à moins d’avis contraire, nous supposerons toujours que nous utili- 
sons l’intérêt composé. 


Exemple 1.9. Anatole a placé 7 800 $ dans un investissement rapportant 6% d’in- 
térêt composé par année pour 3 ans. Après ces trois années, il réinvestit entièrement 
le montant accumulé dans un placement rapportant 7% d’intérêt composé par an- 
née pour 4 ans. Quel est le montant accumulé après ces 4 dernières années ? Après 
les trois premières années, le montant accumulé sera 


7 800 (1 + 0,06)? — 9 289,92 $ 


parce que le taux d’intérêt composé est de 6% par année et que le principal investi 
pour ces trois premières années est de 7 800 $. Après les 4 années de réinvestisse- 
ment, le montant accumulé sera 


9 289,92 (1 + 0,07) = 12 177,20 $ 


parce que le taux d’intérêt est de 7% composé et que le principal investi pour ces 
quatre années est de 9 289,92 $. Donc le montant accumulé à la fin de ces 7 années 
est de 12 177,20 $. 


1.2 Actualisation 


Ce que nous avons décrit jusqu’à maintenant est ce qui s’appelle la capitali- 
sation, c’est-à-dire l’action de déterminer la valeur d’un capital après un certain 
temps. Nous allons maintenant étudier la notion réciproque : l’actualisation, c’est- 
à-dire l’action de déterminer la valeur aujourd’hui d’un capital à recevoir dans le 
futur. En d’autres mots, l’actualisation est de déterminer quel est le principal à in- 
vestir dans un placement pour qu’au moment { nous ayons accumulé un capital 
donné. 

Si nous voulons avoir un montant accumulé de 1 $ après une seule période dans 
un placement et que le taux d’intérêt est à, il faut donc que le principal investi soit 
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Nous dirons que (1 + 4) est le facteur d’accumulation et que v = (1+i) !est le 
facteur d’escompte ou le facteur d’actualisation . Plus généralement, le principal 
à investir dans un placement pour accumuler 1 $ après une période de temps t est 


où a(t) est la fonction de capitalisation de l’investissement. Nous dirons que a! (t) 
est la fonction d’actualisation ou encore la fonction de la valeur actuelle ou de 
la valeur escomptée. 

Ainsi 
(1+it)"t, dans le cas de l’intérêt simple; 


a (t) = 


(1+4) *= vl, dans le cas de l'intérêt composé. 
Rappelons que nous allons utiliser l’intérêt composé à moins d’avis contraire. 


Remarque 1.7. Noter que a_!(t) est une fonction décroissante de t si a(t) est une 
fonction croissante de {. Ceci correspond bien à notre intuition. En effet, si la durée 
du placement est plus longue (sans que le taux d’intérêt soit modifié), alors il nous 
faut investir initialement moins pour accumuler 1 $. Nous avons aussi que a !(t) 
est une fonction décroissante du taux d’intérêt . Ceci est également en accord avec 
notre intuition. 


Exemple 1.10. Une obligation sans coupon est un titre qu’une société ou une col- 
lectivité émet et dans lequel elle s’engage à remettre un montant donné à l’échéance. 
On dit sans coupon pour distinguer ce type d’obligations de celles avec coupon, 
c’est-à-dire pour lesquelles il y a des versements d’intérêt à intervalles réguliers 
jusqu’à l’échéance, par exemple à tous les six mois ou tous les ans. Si le taux effec- 
tif d'intérêt est de 6,75% par année, quel est le prix d’une obligation sans coupon 
dont la valeur à l’échéance est de 1 000 $ et dont l’échéance est dans 8 ans. Nous 
voulons donc calculer la valeur escomptée de cette obligation, c’est-à-dire nous 
voulons connaître la valeur aujourd’hui de 1 000 $ payable dans 8 ans. Le prix de 
cette obligation est 


1 8 
1 000 = 593,00 $. 
1 + 0,0675 


Dans cette formule, le 1 000 correspond à la valeur accumulée à l’échéance, 0,0675 
au taux effectif d’intérêt par année et 8 au nombre de périodes jusqu’à l’échéance. 
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Exemple 1.11. Si, pour une autre obligation sans coupon, sa valeur à l’échéance est 
de 1 000 $, que son échéance est dans 10 ans et que son prix à la date d’aujourd’hui 
est de 585 $, alors déterminons le taux d’intérêt. Il serait préférable d’utiliser le 
terme faux de rendement dans ce cas. Nous verrons cette notion plus tard. Ainsi 
nous voulons déterminer + tel que 


1 10 
1 000 (—) — 585 ouencore 585(1 + 4)!0 — 1 000. 
t 


Il est facile de résoudre ce problème en utilisant la fonction logarithmique In. Plus 
précisément, 


1 000 1 000 
LEE Se O0MLEL) = ne 
(1 +i) Rae n(1 +i) 1() 


Conséquemment 


1 1 000 
In(1 +i) = In ( ae ) —0,0536143 — (1+4)— 60058 6143 


eti — 5,507 76%. Ce taux peut aussi être facilement obtenu au moyen d’une 
calculatrice financière. 


1.3 Escompte 


Il existe d’autres façons de mesurer l’intérêt. Une de celles-ci est le taux effectif 
d’escompte. 

Le taux effectif d’escompte, noté par d, est le rapport du montant d’intérêt 
gagné durant la première période sur le montant accumulé à la fin de celle-ci. Donc 


Nous pouvons aussi écrire ceci au moyen de la fonction de capitalisation plutôt que 
celle d’accumulation. Ainsi 


d = AT ouencore  a(1) —(1-—d) !, 
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car a(0) = 1. 
Le taux effectif d’escompte pour la n° période, noté par d, est défini par 
A(n) — A(n—1) Le, 


Sie M Am Am 


où n est un entier > 1. En particulier d = di. 

Dans des transactions pour lesquelles il est question d’escompte, on dit aussi 
intérêt payable d’avance ou encore intérêt précompté. L'exemple suivant illustre 
pourquoi ces expressions sont appropriées. 


Exemple 1.12. Si Barnabé prête à Cléo 1 000 $ au taux effectif d’escompte de 5 % 
pour une année, alors il remettra à Cléo au début de l’année 1000 — 1000(0,05) = 
1000(1 — 0,05) — 950 $ et celle-ci lui remettra 1 000 $ en fin d’année. Sur le 
1 000 $, le montant de 50 $ d’intérêt est payé initialement. 


De l’équation (1.3), nous obtenons 
dn A(n) = A(n) — Afn—-1) =  A(n—1)=(1- dd») A(n) 


et, en utilisant récursivement cette dernière équation, nous pouvons en déduire la 
série suivante d’égalités : 

A(n—1) =(1-d}) A(n); 

An —2) = (1 dy_1) A(n —1) = (1- dy_1)(1 — dy) A(n); 


A(0) = (1 di) A(1) = += (1 di)(1— do). (1 — du) A(n). 


Ainsi nous pouvons déterminer le montant accumulé à la fin de la n° période en 
fonction du principal et des taux effectifs d’escompte pour chacune des périodes. 
En effet, nous obtenons 


(1.4) A(n) = A(O)(1 — di) "(1 — da) "+: (1— dn-1) "(1 — da). 


Nous dirons que deux taux d’intérêt ou d’escompte sont équivalents si les va- 
leurs accumulées d’un même principal investi pour une même période à ces deux 
taux sont les mêmes. 
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Si nous prêtons 1 $ à un taux effectif d’escompte d pour une seule période, alors 
nous verserons au début de la période (1 — d) à l’emprunteur et il nous remboursera 
1 $ à la fin de la période. Ainsi l’intérêt payé par l’emprunteur sera 1 — (1 —d) = d, 
le principal prêté sera (1 — d) et le taux effectif d’intérêt sera 

d 
1:55 = —. 
(1.5) mea 
Ainsi le taux d’intérêt à — d/(1 — d) est le taux d’intérêt équivalent au taux d’es- 
compte d. 


Exemple 1.13. Si le taux d’escompte d est de 5% par période, alors le taux d’intérêt 
par période équivalent est 

| 0,05 

i = = 0,05) = 5,263 157 895%. 

Nous pouvons aussi comprendre la formule à — d/(1 — d) de la façon suivante. 
Plaçons-nous du point de vue du prêteur et, pour faciliter l'explication, supposons 
qu’il a à sa disposition 10 000 $ qu’il veut prêter au taux d’escompte de 8% par 
année. Alors le prêteur versera 10000(1 —0,08) — 9200 $ à un premier emprunteur 
et recevra dans un an 10 000 $ de ce dernier. Il dispose encore de 10 000 (0,08) = 
800 $ qu’il peut aussi prêter au taux de 8% d’escompte. Il versera à un second 
emprunteur 800(1 — 0,08) = 736 $ et recevra dans un an 800 $ de ce dernier. Il 
dispose encore de 800 (0,08) = 64 $ qu’il peut aussi prêter. Nous pouvons continuer 
ce procédé à l'infini. Ainsi dans un an, il recevra 


Û 
10000 + 800 + 64 4 +++ = 10.000 (1 + d+ d + a+...) = 10000 (!). 


L'intérêt gagné pour l’ensemble de ces prêts est 10 0004 et nous aurons 
10 000 = 10 000 L 10 000 = 10 000 : 
ds 1—d à Hd 


où 4 est le taux d’intérêt équivalent au taux d’escompte d. 
Remarque 1.8. Ci-dessus nous avons utilisé la formule du développement géomé- 


trique : 


1 


où —l1<zxr<l. 
l—-x 


O0 
1+r+a+. = ÿ = 
n=0 
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Cette série diverge si x n’est pas strictement compris entre —1 et 1. Ici le taux d’es- 
compte d est strictement compris entre 0 et 1 et conséquemment la série 
(1+ d+ d? +...) converge. 


Nous pouvons aussi écrire le taux d’escompte d en fonction du taux d’intérêt 
équivalent i. Supposons qu’un créancier prête 1 $ à un taux effectif d’intérêt à par 
période, alors l’emprunteur lui versera (1+4) dollars à la fin de la période et l'intérêt 
versé sera à dollars. Donc le taux effectif d’escompte par période équivalent d sera 


— 
Cl+i 

Nous aurions aussi pu obtenir algébriquement cette dernière formule de l’ex- 
pression à — d/(1 — d). En effet, 


._ d î 
is + \lEdhied S (Ütid=r ne 


1—d 
Exemple 1.14. Si le taux d’intérêt à est de 4% par période, alors le taux d’escompte 
par période équivalent d est 


(1.6) 


0,04 
d = 1+00 — 3,846 153 846%. 
Exemple 1.15. Anatole veut faire l’achat de mobilier pour un montant total de 
3 000 $. Comme argument de vente, le vendeur lui propose deux offres : soit qu’il 
paie 3 000 $ dans un an, soit qu’il paie immédiatement et dans ce cas, il obtient un 
escompte de 15%. Si le taux effectif d’intérêt est de 12% par année, laquelle des 
deux options est la plus avantageuse pour Anatole ? À quel taux effectif d’intérêt 
par année, les deux options sont-elles équivalentes ? 

S1 le taux effectif d’intérêt est de 12% par année, alors au moment de la vente, la 
valeur actuelle de 3 000 $ payable dans un an est 3 000(1,12)-! — 2 678,57 $. En 
d’autres mots, si nous déposons 2 678,57 $ dans un compte de banque rapportant 
12% d'intérêt par année, nous aurons les 3 000 $ pour règler l’achat de mobilier 
dans un an. Donc la valeur du mobilier dans le cas de la première option au moment 
de l’achat est 2 678,57 $. La valeur du mobilier dans le cas de la seconde option est 
3 000(1 — 0,15) — 2550 $. Conséquemment la deuxième option est plus avanta- 
geuse si le taux effectif d’intérêt est de 12% par année et il est préférable à Anatole 
de payer immédiatement 2 550 $. 
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Si 4 est le taux d’intérêt pour lequel les deux options sont équivalentes, alors 
nous avons que 


d 0,15 0,15 


= = = 17,647 058 82%. 
1—d 1—0,15 0,85 É 


i 


Nous pourrions aussi obtenir ce taux effectif d’intérêt équivalent en considérant les 
valeurs des deux options au moment de l’achat 


1 
3 000(1 — 0,15) = 3 000 (—) =  i—= 17,647 058 82%. 
î 


Remarque 1.9. La formule d = i/(1 +4) peut aussi s’écrire sous la forme d = iv. 
Ici à est le taux d’intérêt équivalent au taux d’escompte d. Rappelons que 7 = 
1/(1 +). Cette formule d = ir peut être interprétée de la façon suivante. ir est la 
valeur escomptée (au début de la période) de l’intérêt à payé à la fin de la période 
pour un placement de 1 $ ; alors que d est cette valeur de l’intérêt au début de la 
période. Nous avons donc l’égalité d = iv. 


Nous avons pour { et d respectivement des taux d’intérêt et d’escompte équiva- 
lents que 


i (i+1-—1) 1 
=— > dd = - 
1+i (1 +i) 1+i 
Nous avons ainsi la formule 
(1.7) d=1 7 


et nous pouvons interpréter celle-ci ou plutôt v — 1 — d de la façon suivante. et 
1 — d représentent tous les deux la valeur escomptée (au début de la période) de 1 $ 
à être payé à la fin de la période. 

Finalement nous pouvons présenter une dernière formule reliant à et d respec- 
tivement des taux d’intérêt et d’escompte équivalents. Nous avons 


i-d=i if ) (2) = ia 


et nous obtenons ainsi la formule 


(1.8) i- d=id. 
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Il est aussi possible de donner une interprétation à cette formule. Il suffit de 
considérer deux prêts. Dans le premier, le montant prêté est de 1 $ et, après une 
période, le montant remboursé est de (1+i) dollars. Dans le second prêt, le montant 
prêté est de (1 — d) dollars et, après une période, 1 $ est remboursé. Le côté gauche 
de l’équation (1.8), à savoir à — d, représente la différence d’intérêt versé entre ces 
deux prêts. Le côté droit de l’équation (1.8), à savoir id, représente l’intérêt sur la 
différence entre les deux montants prêtés, c’est-à-dire à [1 — (1 — d)] = id. La 
formule à — d = id signifie que la différence d’intérêt entre les deux prêts est égal 
à l'intérêt sur la différence des montants prêtés. 

En résumé, si à et d sont respectivement des taux d’intérêt et d’escompte équi- 
valents et v — (1+4)_!, alors nous avons obtenu quatre formules reliant ces taux : 


d=1-— 7; id=i-d. 


Dans ce qui précédait, nous avons décrit l’escompte pour une seule période. 
Comme pour l’intérêt, il y a deux cas typiques lorsque nous considérons ce qui se 
produit sur plusieurs périodes : l’escompte simple et l’escompte composé. 

Lorsque nous considérons l’escompte composé, nous supposons que le taux 
effectif d’escompte est le même pour chaque période. Ceci est analogue à la situa- 
tion de l’intérêt composé. Si d est le taux d’escompte composé, alors il faut que le 
principal investi soit (1 — d) dollars pour qu'après une période le montant accumulé 
soit 1 $ et ainsi la fonction d’actualisation a-{(#) prend la valeur a-!(1) = (1— d) 
à 4 — 1. Il faut que le principal investi soit (1 — d)? dollars pour que le mon- 
tant accumulé soit 1 $ après deux périodes. En effet, pour obtenir 1 $ après deux 
périodes, il faut par ce qui précède que la valeur accumulée soit (1 — d) dollars 
après une période. Ces (1 — d) dollars serviront de principal pour la deuxième pé- 
riode pour obtenir ainsi 1 $ après deux périodes. Mais pour obtenir (1 — d) dollars 
après une période, il faut que le principal investi au début des deux périodes soit 
(1 — d)(1 — d) = (1 — d)? dollars. Ainsi la fonction d’actualisation a !(t) prend 
la valeur a-1(2) = (1 — d)? à t = 2. Nous pouvons continuer le raisonnement ci- 
dessus pour obtenir qu’il faut que le principal investi soit (1 — d)! dollars pour que 
le montant accumulé soit de 1 $ après t{ périodes. Ainsi la fonction d’actualisation 
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pour la situation de l’escompte composé est 
a l(t)=(1-d) avect>0, 


où d est le taux d’escompte composé. Dans notre analyse précédente, nous avons 
supposé que { est un entier positif. Mais cette dernière formule est aussi valable 
pour tout nombre réel t > 0. 

Il est important de noter que nous avons décrit ci-dessus la fonction d’actuali- 
sation dans le cas de l’escompte composé. Si nous voulons la fonction de capitali- 
sation, il nous faut prendre la réciproque. Ainsi la fonction de capitalisation dans le 
cas de l’escompte composé est 


a(t)=(1-—d) t avect >0. 


Dans ce cas, d est le taux d’escompte composé. 

Lorsque nous considérons l’escompte simple, nous supposons que l’escompte 
est le même pour chaque période. Si d est le taux d’escompte simple, alors le 
principal investi doit être (1 — dt) dollars pour que la valeur accumulée soit 1 $ 
après t périodes. Ici t doit être inférieur à (1/d). Le raisonnement est similaire à 
celui tenu plus haut pour l’escompte composé sauf que cette fois c’est l’escompte 
qui est fixe. Donc la fonction d’actualisation dans le cas de l’escompte simple est 


a l(t)=(1-— dt) avec0O <t<d'!. 


Ici d est le taux d’escompte simple. 
Pour ce qui est de la fonction de capitalisation a(t), nous obtenons alors que 


alé) = TT avec 0 <t< d”1. 

Nous pouvons comparer les fonctions d’actualisation dans les cas de l’escompte 
simple et l’escompte composé pour le même taux d’escompte d. Nous allons illus- 
trer ceci en traçant les graphes des deux fonctions sur la figure (1.6). 

Sur cette figure (1.6), il faut noter le comportement suivant de ces fonctions 
d'actualisation : 


1. si0 <t < 1, alors (1 — d)* < (1 — dt); 
2. sit > 1, alors (1 — d)t > (1 — dt). 
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Escompte simple 


Escompte composé 


Ad —————— \ 


FIGURE 1.6 —- Comparaison entre les escomptes simple et composé 


Ici nous supposons bien entendu que d > 0 et que t < (1/d). La preuve de ceci 
est similaire à celle du lemme 1.1. 


Exemple 1.16. Anatole promet à Barnabé de lui rembourser un prêt en lui versant 
5 000 $ dans 3 ans. Si le taux d’escompte composé est de 6% par année, quel est le 
montant que Barnabé remet à Anatole ? Quel aurait été ce montant si le prêt avait 
été fait au taux d’escompte simple de 6% par année ? 

Dans le cas de l’escompte composé, la valeur actuelle (c’est-à-dire ce que re- 
mettra Barnabé à Anatole) sera 5 000 (1 — 0,06)? — 4 152,92$. Dans le cas de 
l’escompte simple, cette valeur actuelle sera 5 000(1 — 3(0,06)) = 4 100$. En pas- 
sant nous pouvons noter comme indiqué ci-dessus qu’étant donné que le nombre 
de périodes est plus grand que 1, alors la valeur actuelle dans le cas de l’escompte 
composé est supérieure à celle de l’escompte simple. 


Remarque 1.10. Les situations de l’intérêt composé et de l’escompte composé sont 
équivalentes, c’est-à-dire que si un placement est rémunéré au taux d’escompte 
composé d, alors sa fonction d’accumulation sera la même que si ce placement 
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at) =(1-0059"! 


0 4 8 12 16 


FIGURE 1.7 — Fonction de capitalisation pour l’escompte simple 


était rémunéré au taux d’intérêt composé à = d/(1 — d), à savoir le taux d’intérêt à 
équivalent à d. En effet, nous avons l’égalité des fonctions de capitalisation, car 


(1+i)* = (1+ 2) = (1-d)$. 


Cependant les situations de l’intérêt simple et de l’escompte simple sont très dif- 
férentes. La fonction de capitalisation dans le cas du taux d’escompte simple d est 
(1 — dt)” let celle-ci ne peut pas être égale à une fonction de la forme (1 + it) pour 
un À quelconque. Pour illustrer ceci, nous avons tracé à la figure (1.7), la fonction 
de capitalisation a(t) = (1—0,05t)-! dans le cas où le taux d’escompte simple est 
5% par année. 


1.4 Taux nominaux d’intérêt et d’escompte 


Jusqu’à présent, nous n’avons considéré que des situations pour lesquelles l’in- 
térêt était capitalisé qu’une seule fois par période. Autant pour l'intérêt que pour 
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l’escompte, nous n’avons considéré que le taux effectif. Il existe une autre notion, 
celle de taux nominal. Dans ce cas, l’intérêt est capitalisé plusieurs fois par période. 
Par exemple, l'intérêt peut être capitalisé tous les semestres (six mois) ou encore 
tous les trimestres (trois mois) ou encore tous les mois, etc. 

Si l'intérêt est capitalisé m fois par période (avec m > 1) et que le taux d’intérêt 
pour chaque m° de période est 57) /m, alors nous disons que le taux nominal 
d'intérêt est :(”), L'intérêt est capitalisé à la fin de chaque m° de période. 


Remarque 1.11. Noter qu’il ne faut pas confondre i(M) avec 1". Dans le premier 
cas, i(") dénote le taux nominal, alors que 1"” désigne 4 à la puissance m. 


Exemple 1.17. Si (12) — 6% par année capitalisé mensuellement, alors l'intérêt 
sera capitalisé 12 fois pendant l’année, c’est-à-dire une fois par mois, et que le 
taux d’intérêt pour chacun de ces mois sera de 6%/12 = 0,5%. Si 1 000 $ est 
investi pendant un an au taux nominal de 6% par année capitalisé mensuellement, 
c’est-à-dire 4112) — 6%, alors le montant accumulé à la fin de l’année sera 


0,06 
12 


12 
1 000 (: + ) — 1 000(1,005)!? = 1 061,68 $ 


parce que l’intérêt sera capitalisé 12 fois au taux de 6%/12 = 0,5% par mois. Dans 
ce cas, le taux effectif d’intérêt sera 


1 061,68 — 1 000 
1 000 


= 6,168%. 


De façon plus général, le taux effectif d’intérêt à équivalent au taux nominal 
d'intérêt i("), correspondant à une situation pour laquelle l'intérêt est capitalisé m 
fois par période, est obtenu en considérant la valeur accumulée après un an lorsque 
1 $ est investi aux taux à et à"), Cette valeur accumulée est 


m 


(1.9) (+i = |1+-— 


Donc le taux effectif d'intérêt équivalent au taux nominal d’intérêt im) capitalisé 
m fois par période est 
i(m) 
i=|1+— — 1 
m 
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alors que le taux nominal d’intérêt im) capitalisé m fois par période équivalent au 
taux effectif 4 est 


100) 2 mn [1 + 90/1) 2m T4 1). 


Pour déterminer la valeur accumulée ou encore la valeur actuelle d’un inves- 
tissement lorsque le taux d’intérêt est le taux nominal im) il suffit de procéder 
comme auparavant mais avec le taux 4() /m et en comptant le nombre de fois que 
l'intérêt est capitalisé, c’est-à-dire la durée de l’investissement en nombre de m° de 
période. Nous allons illustrer ceci dans les deux exemples suivants. 


Exemple 1.18. Un capital de 7 000 $ est placé au taux nominal d’intérêt de 5% 
par année capitalisé trimestriellement (à tous les trois mois), c’est-à-dire le taux 
nominal est 41 = 5% ou encore de 5%/4 = 1,25% par trimestre. Quelle sera la 
valeur accumulée par ce capital après 30 mois ? L'intérêt aura été capitalisé 30/3 = 
10 fois et ainsi la valeur accumulée sera 


0,05 \ !° 
à ) = 7 925,90 $. 


7 000 (: T 


Exemple 1.19. Quel montant doit-on investir dans un placement rémunéré au taux 
nominal d’intérêt de 4% par année capitalisé hebdomadairement (à toutes les se- 
maines) si nous voulons accumuler 10 000 $ après 100 semaines ? L'intérêt est 
capitalisé 52 fois pendant l’année. Nous avons donc 452) — 4% par année ou en- 
core le taux d’intérêt de 4%/52 = 0,076 923 077% par semaine. L'intérêt sera 
capitalisé 100 fois pendant la durée du placement. Nous voulons donc calculer la 
valeur actuelle de 10 000 $ payable dans 100 semaines. Celle-ci sera 


0,04 
92 


—100 
10 000 (i + ) — 9 259,88 $. 


Il est aussi possible de parler de taux nominal d’escompte que nous noterons 
dÜn), Dans ce cas, l’intérêt est capitalisé m fois par période (avec m > 1) et le taux 
d’escompte pour chaque m° de période est d{”) /m. 


Remarque 1.12. Noter qu’il ne faut pas confondre d(”) avec d”". Dans le premier 
cas, d(") dénote le taux nominal, alors que d’” désigne d à la puissance m. 
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CO 4 

valeur 

actuelle 2 

au temps f: 1 [ _ a [ : d | . L : a . 
escompte (m) (m) | (m) (mn) Gmypm 1 
au temps f: s. d id ]- 4 id | 

Légende: \. calcul de l'escompte | calcul de la valeur actuelle 

au temps f au temps f 


FIGURE 1.8 — Équivalence des taux d’escompte 


Il est possible de déterminer le taux effectif d’escompte d équivalent au taux 
nominal d’escompte d(”) en considérant la valeur actuelle de 1 $ à être payé après 
une période. Nous avons tracé à la figure (1.8) une échelle de temps à rebours allant 
de la fin de la période au début de celle-ci, échelle de temps au-dessous de laquelle 
nous indiquons l’escompte à retirer au temps { et la valeur actuelle au temps £. Pour 
ces calculs, nous utilisons plusieurs fois l'équation (1.3) avec le taux d() /m pour 
chacune des m° de période. 

Si nous considérons la valeur actuelle de 1 $ payable à la fin d’une période pour 
les deux taux d’escompte d et d(”) équivalents, nous obtenons 


(m)\ 7 
(1.10) a fi-à) ; 


Donc le taux effectif d’escompte d équivalent au taux nominal d’escompte dÜn) est 


(m)\7 
ai (id) 
mm 


alors que le taux nominal d’escompte dm) équivalent au taux effectif d est 


dt) = m |1 — (1 — d)) = m|1- VT— à]. 
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Nous pouvons aussi relier le taux nominal d’intérêt i(M) et le taux nominal 
d’escompte dÜ®), Il suffit de considérer la valeur actuelle de 1 $ à être payé après 
une période. Nous avons déjà fait ces calculs. Nous obtenons ainsi 
FCO M 
(1.11) 1 + — = |[1- — 

m 


Cette dernière formule nous permet de faire toutes les conversions entre les taux 
d'intérêt ou d’escompte, qu’ils soient effectifs ou nominaux. Dans le cas des taux 
effectifs, il suffit de prendre m = 1 et à = ÿ pour l'intérêt et de prendre p = 1 et 
dU) = d pour l’escompte. 

Dans l’équation (1.11), sim = p, alors nous obtenons facilement que 


=] 
(me) (m) 

1 + 1, = À 1] — dr” 
m mm 


en prenant la racine m° des deux côtés de l’équation (1.11). Avec un peu d’algèbre, 
nous obtenons 


1 1- =1 = I = 1. 
m m m m m m 


De ceci, nous obtenons la généralisation suivante de la formule à — d = id de 
l'équation (1.8) 


(M)  gÜm) jm) gm) 
(1.12) S ES AN ES 
m m mm m 


Souvent les taux d’intérêt sont énoncés sans qu’il soit indiqué si le taux est 
effectif ou nominal. Il ne faut cependant pas exclure que les taux soient nominaux. 
Un exemple de ceci est les bonds du Trésor (« T-bill ») émis par le gouvernement 
américain. Un « T-bill » est émis au temps 0 avec une durée { qui est en général 
de 91 jours ou 182 jours avec une valeur nominale F. À l'échéance, l’émetteur 
rembourse F'. Dans la presse, le taux d’intérêt est énoncé comme un taux nominal 
d’intérêt et le prix comme si la valeur nominale était de 100 $. Illustrons ceci par 
un exemple. 
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Exemple 1.20. Anatole achète un « T-bill » de 91 jours dont la valeur nominale est 
de 1 000 000 $ au prix de 980 000 $. L'intérêt pour les 91 jours sera 1 000 000 - 
980 000 = 20 000 $. Le taux d'intérêt énoncé sera le taux nominal d’intérêt (%65/91) 
capitalisé tous les 91 jours. Donc ici 


1 -(365/91) = 20 000 


:(865/91) _ 9 19%. 
365/91° 980 000 . 150 


Le 20 000 $ est l'intérêt pour les 91 jours et le principal investi est 980 000 $. Dans 
la presse, le prix sera de 98 $. 


1.5 Taux instantané 


Pour terminer ce premier chapitre, il nous reste à définir la notion de taux ins- 
tantané d’intérêt. Ceci est une notion dans laquelle nous mesurons l'intérêt pour 
des intervalles infinitésimaux de temps. 

Si A(t) est la fonction d’accumulation d’un placement au temps t et dans lequel 
aucun principal n’est ajouté, ni retiré (c’est-à-dire seulement l’intérêt fait que le 
fonds croît), alors le taux instantané de l’intérêt (ou encore la force de l’intérêt), 
noté 04, est défini par la formule 


d 
(1.13) = 40 = a AO) 


où A4/(t) est la dérivée de A(t) par rapport à t. Nous supposons que A(t) est une 
fonction différentiable. 

Noter que si, au lieu de la fonction d’accumulation, nous avions utilisé la fonc- 
tion de capitalisation du placement a(t) = A(t)/A(0), alors nous aurions 


où a/(t) est la dérivée de a(t) par rapport à t. Nous supposons que a(t) est aussi 
une fonction différentiable. 


Exemple 1.21. Calculons le taux instantané d’intérêt dans les cas où le placement 
croît au taux d'intérêt simple à ou encore au taux d'intérêt composé 1. Si l’intérêt 
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est simple et le taux est 4, alors la fonction de capitalisation est a(t) — (1 + it). 
Dans ce cas, nous obtenons que le taux instantané d’intérêt est 


avec t > D, 


tout simplement parce que a/(t) = 1. 
Si l'intérêt est composé et le taux est 1, alors la fonction de capitalisation est 
a(t) = (1+4)f. Dans ce cas, 


In(1 + à)(1 + i)t 


dry 


= In(1+i) avect > 0. 


En effet, 


ee £ ÉSES = In(1 + de OH 2 In(1 + 6)(1 + 

Nous pouvons noter que le taux instantané de l’intérêt est une fonction décrois- 
sante de t dans le cas de l’intérêt simple, alors que ce taux est constant dans le cas 
de l’intérêt composé. 

Si nous connaissons la fonction d’accumulation ou la fonction de capitalisation 
d’un placement, il nous est alors possible de déterminer le taux instantané d’intérêt. 
Réciproquement si nous connaissons le taux instantané d’intérêt et le principal in- 
vesti, nous sommes en mesure de déterminer la fonction d’accumulation ou encore 
la fonction de capitalisation. Ceci est rendu possible par l’observation que 


= [mA] = © [mta(o)]. 


Maintenant si nous intégrons la fonction Ô;, nous aurons 


æ=t 


| pe Î | _ [m(A(E))] de = (m(4G)] 
= In(A(t)) — In(A(0)) = In(A(t)/A(0)). 


Conséquemment en prenant la fonction exponentielle, nous obtenons 


(1.14) A(t) = A(0) exp LE ôx a) 
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De la même façon, si nous utilisons la fonction de capitalisation a(t), nous 


obtenons ; 
a(t) = exp (/ 0x ax) , 
0 
car a(0) = 1. 
Si nous intégrons plutôt A(t)0, — A’(t), nous obtenons 
t t æ=t 
1 A(x) 64 dx = 1. A!(x) dx = (At) — At) — A(0). 
0 0 æ=0 


Plus généralement, nous avons que l’intérêt gagné entre les moments t = a ett = b 
est 


b b É 
(1.15) | A(x) 6x dx = | A!(x) dx = CCI — A(b) — A(a). 
a a nt 

En effet le terme de droite de cette dernière équation représente l’intérêt gagné 
entre les moments { — a et t — b, alors que, dans le terme de gauche, A(x)ôz 
représente l'intérêt gagné précisément au temps x, plus précisément A(x)0, est 
l'intérêt gagné entre x et x + dx, et A(x)d, dx est la somme de ces intérêts à 
chaque instant. 

Si le taux instantané d’intérêt 04 est constant Ô pour tout t > 0, c’est-à-dire 
0 = Ô pour tout { > O, alors la fonction de capitalisation a(t) est 


t 
a(t) = exp (| var) = et pour tout t > 0. 
0 
Dans ce cas, le taux effectif d’intérêt à, pour la n° période est constant et égal à 


a a(n) — a(n — 1) » ete ete D) se 
: a(n — 1) e(n—1) 


Si nous notons ce taux effectif par 4, nous avons donc 1 + à — eÿ. Conséquemment 
les équations 
i=e 1 et 6—=In(1+i) 


nous donnent les équivalences entre ces différents taux. 
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Exemple 1.22. Déterminons la valeur accumulée par un capital de 25 000 $ investi 
pour 6 ans si le placement est rémunéré au taux instantané d’intérêt de 4% par 
année. Comme nous l’avons vu, la valeur accumulée sera 


A(6) = A(0)e(0096 = 95 000e724 = 31 781,23 $ 


Remarque 1.13. Dans le cas où le taux instantané d’intérêt 0, est constant et égal à 
ô, alors nous pouvons interpréter ce taux Ô comme étant la limite des taux nominaux 
d'intérêt i(") équivalent à 6 pour lesquels le nombre de fois m que l'intérêt est 
capitalisé par période devient de plus en plus grand, c’est-à-dire 407) — j(m) (ô) est 
une fonction de 6 et de m et nous laissons m tendre vers co. Plus précisément, nous 
avons à cause des équivalences de taux que 


En + i(0) 
m F: 


où 4") (6) est le taux nominal d’intérêt équivalent au taux instantané 5. Donc 


re) 
7m) 


et, en passant à la limite lorsque m tend vers co, nous obtenons 


im) (8) = m(eÿ/" _ 1) = 


lim 40%)(6) = lim 


par la règle de l’Hopital 


À cause de cette dernière formule, 6 est parfois noté 4(°°), 


Il existe aussi la notion de taux instantané d’escompte. Ce taux est défini par 
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Le signe négatif est là pour que ce taux soit positif. Car, comme nous l’avons signalé 
précédemment, a-{(t) décroît avec t. Mais 


[a (#)| [—{ }2] (a(t) _ at) 


a (#) % De : a(t) 
est le taux instantané d’intérêt. Pour cette raison, le concept de taux instantané 
d’escompte n’apporte rien de neuf et n’est pas utilisé. 

Notons aussi que si d() — d(")(6) est le taux nominal d’escompte équivalent 
au taux instantané 6, c’est-à-dire 


= 0} 


(m)(5)\" 
É - ce) —=e"Ÿ ouencore d()(5) = m{1—e9/"), 


m 
alors 
__ —0ô/m 
OS NE ue 
La CNE Wm : CRE 
— Jim (=1/m2) par la règle de l’Hopital 
= — lim (—6)e 9/7 = 6, 


Exercices résolus 


Exercice 1.1. Anatole doit emprunter 7 000 $ pour une année. Il a deux options : 
soit qu’il emprunte 7 000 $ au taux d’intérêt de 6 % par année, soit qu’il emprunte 
15 000 $ à un taux d’intérêt inférieur et dans ce dernier cas, il peut investir le 8 000 $ 
en surplus pour une année à un taux d'intérêt de 4 % par année. Quel doit être le 
taux d’intérêt sur le prêt de 15 000 $ pour qu’Anatole préfère cette option à celle 
du prêt de 7 000 $ ? 


Exercice 1.2. Un couple a deux enfants, l’un aura deux ans et l’autre cinq ans cette 
année. Ils décident d’établir à l’anniversaire de chacun de ces enfants deux fonds en 
fiducie, l’un pour chacun des enfants, qui verseront à leur vingtième anniversaire : 
30 000 $. Si ces fonds en fiducie sont rémunérés au taux effectif d’intérêt de 8 % 
par année, déterminer les montants qui doivent être investi initialement dans chacun 
de ces fonds. 
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Exercice 1.3. Anatole investit 250 000 $ dans un certificat garanti de six mois à 
une banque, rémunéré sur une base d’intérêt simple à un taux annuel de 8 %. Après 
quatre mois, les taux d’intérêt sur de tels placements sont maintenant rendus à 9 % 
annuellement. Anatole veut profiter de cette augmentation en vendant son certificat 
et en réinvestissant le montant accumulé pour les deux derniers mois au taux de 9 % 
par année. Quelle doit être la prime demandée par la banque à titre de condition de 
résiliation du certificat (à partir de la valeur accumulée par le certificat après 4 mois) 
pour qu’il n’y ait pas d’avantage pour Anatole de faire une telle démarche ? 


Exercice 1.4. Un centre de mise en forme offre des abonnements de 250 $ avec 
un renouvellement pour la seconde année à 280 $. Il y a aussi la possibilité de 
s’abonner pour deux ans au montant de 500 $. Quel est le taux d’intérêt qui fait en 
sorte que l’abonnement pour 2 ans soit équivalent à un abonnement d’un an suivi 
d’un renouvellement d’un an ? 


Exercice 1.5. Anatole dépose 50 000 $ dans un compte de banque. Durant la pre- 
mière année, la banque crédite ce compte au taux effectif d’intérêt à par année. 
Durant la deuxième année, la banque crédite ce compte au taux effectif d’intérêt 
à + 0,01 par année. Après deux ans, le solde du compte est de 55 123,75 $. Si pour 
les trois années suivantes, la banque crédite ce compte au taux effectif d’intérêt 
à — 0,005 par année, quel sera le montant accumulé dans le compte à la fin de ces 
trois années ? 


Exercice 1.6. (f) Si t est compris entre 0 et 1, montrer que l’erreur obtenue en 
utilisant la fonction de capitalisation correspondant à l’intérêt simple pour le taux 
d'intérêt à pour approximer la fonction de capitalisation correspondant à l’intérêt 
composé pour le taux d’intérêt à est inférieure ou égale à t(1 — t)i?/2, c’est-à-dire 
que ; 
(1 + it) — (+0 < ee 

Exercice 1.7. La banque « A » paie de l’intérêt à tous les trois mois sur les dépôts 
de ses clients au taux nominal de 10 % par année capitalisé trimestriellement. La 
banque «B » paie l’intérêt quotidiennement sur ses dépôts. Quel doit être le taux 
nominal d'intérêt capitalisé à tous les jours offert par cette dernière banque si elle 
veut concurrencer la banque « À ». 


Exercice 1.8. Dans un magasin, la marge bénéficiaire du commercant est de 35 % 
du prix d’achat en gros. Durant les soldes, cette marge n’est plus que de 15 % du 
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prix d’achat en gros. Quel sera le taux d’escompte affiché en magasin sur les prix 
au détail lors de ces soldes ? 


Exercice 1.9. Le 1° janvier 2008, Anatole a investi 15 000 $ dans un fonds pour 
lequel le taux instantané d’intérêt au temps + est à = 0,04 + 0,01€. Déterminer 
chacune des quantités suivantes : 


1. la valeur accumulée par cet investissement au 1° janvier 2010 ; 
2. le taux effectif d’intérêt pour la n° année ; 


3. le temps nécessaire pour que le montant initialement investi ait doublé. 


Exercice 1.10. Un investissement de 5 000 $ vaut 6 836,25 $ après 5 ans. Si le taux 
instantané de l’intérêt est à pour les deux premières années du placement et 1,60 
pour les trois dernières, déterminer 


1. le taux effectif d’intérêt pour la troisième année ; 
2. le taux effectif d’escompte pour la quatrième année ; 
3. le moment où l’investissement vaut 6 000 $. 


Ici Ô est une constante. 


Exercice 1.11. La valeur actuelle de X dollars payable dans 3 ans est 1 450 $ si le 
taux instantané de l’intérêt est à, alors que la valeur actuelle de X dollars payable 
dans 3 ans devient 1 900 $ si ce taux est 0/2. Déterminer la valeur actuelle de K 
payable dans 3 ans au taux effectif d’escompte égal à la moitié du taux effectif 
d’escompte équivalent au taux instantané de l’intérêt 6. 


Exercice 1.12. Si le taux instantané de l’intérêt Ô double pour devenir 20, que se 
passe-t-il avec les taux effectifs de l’intérêt et de l’escompte équivalents ? Doublent- 
ils eux aussi ? 


Exercice 1.13. Anatole dépose 15 000 $ dans un compte de banque. Durant les 
deux premières années, la banque rémunère ce compte au taux effectif d’intérêt 
i. Après deux ans, le solde du compte est 17 250 $. Si pour les quatre années 
suivantes, la banque rémunère ce compte au taux effectif d’intérêt (à + 0,005), quel 
sera le montant accumulé dans le compte à la fin de ces quatre années. 


Exercice 1.14. La valeur actuelle de X dollars payable dans 5 ans est 1 650 $ 
au taux effectif d'intérêt à, alors que la valeur accumulée en plaçant 2X dollars 
pendant 6 ans au taux effectif d’intérêt à est 6 250 $. Déterminer le montant X et le 
taux d’intérêt 1. 
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Exercice 1.15. La valeur accumulée en plaçant L dollars pendant 10 ans est 6 930 $ 
si le taux instantané d’intérêt est Ô, alors que la valeur accumulée en plaçant L 
dollars pendant 5 ans est 9 125 $ si le taux instantané d’intérêt est 30. Déterminer 
la valeur actuelle de Z dollars payable dans 3 ans si le taux effectif d’escompte est 
1,5 fois le taux d’escompte équivalent au taux instantané d’intérêt 6. 


Exercice 1.16. La valeur actuelle de X dollars payable dans n années est 2 037,03 $ 
au taux effectif d’intérêt de 7% par année ; alors que la valeur actuelle de 2K dol- 
lars payable dans n années est 4 737,88 $ au taux effectif d'intérêt de 5% par année. 
Déterminer K et n. 


Exercices non résolus 


Exercice 1.17. La valeur accumulée par un capital de K° dollars placé pendant n 
années est 12 844,14 $ au taux nominal d'intérêt de i(12) — 9% par année capitalisé 
à tous les mois ; alors que la valeur actuelle de 2X dollars payable dans 2n années 
est 10 465,14 $ au taux instantané d’intérêt constant de 3% par année. Déterminer 
K' et n. 


Exercice 1.18. La valeur accumulée par un capital de K° dollars placé pendant n 
années est 30 068,26 $ au taux effectif d’intérêt de à — 7% par année ; alors que la 
valeur actuelle de 2 dollars au taux effectif d’escompte de 3% par année payable 
dans 2n années est 21 498,88 $. Déterminer À et n. 


Exercice 1.19. Le montant d'intérêt sur un placement de X dollars pendant 1 an et 
demi, placement rémunéré au taux nominal d’escompte de 6% par année capitalisé 
mensuellement, est 1 652,37 $. 


1. Déterminer le montant d’intérêt gagné pendant les douze premiers mois. 


2. Si, au lieu de ce placement, nous avions investi ce capital de X° dollars dans 
un fonds dont le taux d’intérêt est le taux nominal d’intérêt de 6% par année 
capitalisé trimestriellement, déterminer le montant accumulé après 18 mois. 


3. Si nous avions pendant 2 ans investi un capital de 2X dollars dans un fonds 
rémunéré au taux effectif d’escompte de 5% par année pour les 12 premiers 
mois et au taux nominal d’intérêt de 9% par année capitalisé à tous les mois 
pour les 12 derniers mois, déterminer le montant accumulé après ces 2 an- 
nées. 
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Exercice 1.20. Nous voulons accumuler 20 000 $ après 10 ans dans un fonds de 
placement en sachant que celui-ci est rémunéré au taux instantané d’intérêt de 6% 
par année pour les 4 premières années, au taux nominal d’escompte de 8% par 
année capitalisé à tous les 3 mois pour les 3 années suivantes et au taux nominal 
d'intérêt de 9% par année capitalisé mensuellement pour les 3 dernières années. 
Quel est le principal à investir ? 


Exercice 1.21. Étant donné les taux nominaux équivalents &(%) = 5% et dt") = 
4,938 271 6%, quelle est la valeur de m ? 


Exercice 1.22. (f) Si it) et dm) sont des taux nominaux équivalents, déterminer 
une formule générale pour m en fonction de à") et dl). 


Exercice 1.23. (f) Sachant que la force de l’intérêt d’un fonds de placement est 


at 


= — 
17 1 oœt2 


pou 0<t<8 


et que la valeur accumulée par un capital de 20 000 $ placé initialement (t = 0) 
dans ce fonds pour une période de 8 ans est de 43 266,62 $. 


1. Déterminer la valeur accumulée dans ce fonds si nous y versons 5 000 $ 
initialement et 4 000 $ à la fin de la 5° année. 


2. Déterminer le taux effectif d’escompte pour la quatrième année. 


3. Si nous voulons accumuler 50 000 $ dans ce fonds à la fin de la 8° année en 
faisant deux versements égaux de X dollars, un immédiatement et un à la fin 
de la 4° année, déterminer la valeur de X. 


Exercice 1.24. Si nous investissons X° dollars pendant n années au taux nomi- 


s 


nal d'intérêt de 4 % par année capitalisé à tous les 6 mois, nous accumulons 
19 995,45 $; alors que la valeur actuelle de 3K dollars payable dans n années 
au taux effectif d’escompte de 5% par année est 26 470,48 $. Déterminer X et n. 

Exercice 1.25. Un capital de X dollars a doublé lorsqu'il est investi pendant 7 ans. 


1. S’il est investi au taux instantané de l’intérêt constant égale à Ô, déterminer 
ce taux 6. 


2. S’il est investi au taux nominal d’intérêt 342), déterminer ce taux 4(12), 


3. S’il est investi au taux effectif d’escompte d, déterminer ce taux d. 
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4. Comparer les trois taux obtenus ci-dessus. 


Exercice 1.26. La fonction de capitalisation pour un placement sur une période de 


10 ans est 
0,7 


100 
1. Déterminer le taux effectif d'intérêt pour la 7° année. 


a(t) = 1+ #7 pour 0 <t< 10. 


2. Déterminer le taux effectif d’escompte pour la 5° année. 


3. Déterminer la valeur accumulée à la fin de la 10° année si nous plaçons 
1 000 $ au début de la 4° année. 


4. Déterminer la valeur actuelle d’un montant de 5 000 $ payable à la fin de la 
10° année. 


5. Supposons que nous plaçons P dollars au début de la première année et aussi 
P dollars au début de la troisième année pour qu’à la fin de la 10° année nous 
ayons accumulé 10 000 $, alors déterminer P. 


Exercice 1.27. La banque prête à Albert au taux effectif d’escompte d1 pour la pre- 
mière année et au taux effectif d’escompte d2 pour la deuxième année. La banque 
verse 1 795,40 $ à Albert au début des deux ans et ce dernier rembourse 2 000 $ à la 
fin de la deuxième année. Dans un autre prêt de 5 ans, la banque prête à Albertine 
au taux effectif d’escompte d pour chaque année. Pour ce prêt, la banque verse 
3 669,52 $ à Albertine au début des cinq ans et celle-ci rembourse 5 000 $ à la fin 
de la cinquième année. 


1. Déterminer le taux effectif d’intérêt i2 équivalent au taux effectif d’escompte 
d2. 


2. Notons par à : le taux effectif d’intérêt équivalent au taux d’escompte di. 
Si Angela emprunte 10 000 $ à la banque au taux d’intérêt composé (i1 + 
i2)/2 par année et rembourse ce prêt par un seul versement dans 6 ans, alors 
déterminer ce versement, ainsi que l’intérêt qu’elle aura payé. 


Exercice 1.28. Bobby place 5 000 $ dans un certificat de placement rémunéré au 
taux d’intérêt composé de 3,5% par année pour trois ans. À la fin de le troisième 
année, il réinvestit son capital dans un nouveau certificat de placement rémunéré au 
taux d’intérêt composé de à par année pour deux ans. À la fin de ces 5 années, il a 
accumulé 6 082,74 $. Déterminer 1, ainsi que l’intérêt gagné dans la dernière année 
de ce placement. 
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Exercice 1.29. Supposons que la fonction d’accumulation d’un investissement est 
A(t) = k+ 3004? pour 0 < # < 20. 


et que le taux effectif d’intérêt pour la troisième année est 3,25%, alors déterminer 
1. le principal k investi ; 
2. le taux effectif d’intérêt pour la dixième année ; 
3. l'intérêt gagné pendant les 5 premières années ; 


4. le taux effectif d’escompte de la vingtième année. 


Exercice 1.30. La valeur accumulée par un capital de 2K dollars placé pendant n 
années est 61 120,49 $ au taux nominal d’intérêt à2) = 10% par année capitalisé à 
tous les semestres ; alors que la valeur actuelle de X dollars payable dans 3n années 
est 5 360,50 $ au taux instantané d’intérêt constant de 4% par année. Déterminer 
K'et n. 


Exercice 1.31. Le montant d'intérêt payé pour un prêt de 12 000 $ au taux d’intérêt 
simple à par année pour 7,5 mois est le même que celui d’un prêt de 20 000 $ au 
taux d’escompte composé de 8% par année pour 4,5 mois. Déterminer 1. 


Exercice 1.32. Le fonds de placement « ABC » est rémunéré au taux d’intérêt 
simple de par année. Nous déposons dans ce fonds « ABC » : 1 000 $ immédiate- 
ment et 1 000 $ à la fin de la première année. Le fonds de placement « XYZ » est 
rémunéré au taux d’intérêt composé j. Nous déposons dans ce fonds « XYZ » : 
1 000 $ immédiatement et 1 000 $ à la fin de la première année. À la fin de la 
deuxième année, le montant accumulé est le même dans ces deux fonds, à savoir 
2 270 $ dans chacun des fonds. Déterminer (à — j). 


Chapitre 2 


Principe de base 


Une situation simple pour un investissement ou un prêt met en jeu quatre quan- 
tités de base : 


1. le principal investi ou le montant prêté initialement ; 
2. la durée de l’investissement ou du prêt ; 
3. le taux d’intérêt et 


4. la valeur accumulée à la fin de l’investissement ou la valeur remboursée du 
prêt. 


Si nous connaissons trois de ces valeurs, nous pouvons déterminer la quatrième. 
Nous avons déjà vu comment déterminer la valeur accumulée à la fin d’un inves- 
tissement si nous connaissons le principal, la durée et le taux d’intérêt. Nous avons 
aussi vu comment déterminer le principal (ou valeur actuelle) d’un investissement 
si nous connaissons la durée, le taux d’intérêt et la valeur accumulée à la fin de 
l'investissement. Avant d’expliquer comment déterminer la durée d’un investisse- 
ment ou encore le taux d’intérêt si nous connaissons les trois autres quantités, nous 
allons premièrement décrire comment obtenir une équation donnant la valeur d’un 
investissement ou d’un prêt à une date quelconque. Nous utiliserons toujours cette 
méthode pour des situations plus complexes. 
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2.1 Équation de valeur 


Un principe basique de la théorie de l’intérêt est que la valeur d’un montant 
investi ou prêté à un moment donné dépend du temps qui s’est écoulé depuis que 
le montant a été investi ou prêté ou encore du temps qui doit s’écouler avant que le 
montant soit payé ou remboursé. 

Une conséquence du principe ci-dessus est que, pour deux montants payables à 
deux moments différents dans le temps, ne peuvent être comparés que leurs valeurs 
accumulées ou escomptées à une date commune appelée la date de comparaison. 
L’équation incluant les valeurs accumulées ou escomptées à cette date de compa- 
raison des montants investis ou prêtés est appelée l’équation de valeur. 

Le choix de la date de comparaison ne fait aucune différence lorsque l’intérêt 
est composé. Ceci est une des propriétés de l’intérêt composé. Mais cette propriété 
est fausse pour l'intérêt simple ou l’escompte simple. Rappelons que nous suppo- 
sons que nous sommes toujours dans le cas de l’intérêt composé à moins d’avis 
contraire. 

Pour visualiser les montants investis ou prêtés, nous traçons un diagramme 
d’entrées et sorties dont l’échelle est le temps écoulé depuis le début de l’inves- 
tissement ou du prêt, au-dessus de cette échelle sont indiqués les montants qui 
<entrent » dans l’investissement et au-dessous, ceux qui « sortent » du point de vue 
soit du créancier, soit du débiteur. Ce point de vue n’a aucune conséquence lorsque 
nous cherchons à déterminer l’équation de valeur. Nous allons illustrer ceci avec 
un exemple. 


Exemple 2.1. Anatole et Barnabé conviennent du prêt suivant. Anatole prêtera 
10 000 $ immédiatement, 5 000 $ dans 3 ans et 1 000 $ dans 4 ans à Barnabé. Ce 
dernier remboursera ce prêt dans 6 ans. Quel sera le montant de ce remboursement 
si le taux d’intérêt de ce prêt est le taux nominal d’intérêt de 6% par année capitalisé 
mensuellement ? Ce diagramme est traçé du point de vue d’Anatole, le prêteur ci- 
dessous, où l’échelle de temps est en année. 


Entrées: 


or—x 


f: ‘ 1 2 
Sorties: 10 000 5 000 1000 


D + 
—_hR 
un 
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Ici X désigne le montant du remboursement à déterminer. Si nous utilisons la 
fin de la 6° année comme date de comparaison, nous obtenons que ce montant X 
doit être égal à la somme des valeurs accumulées par les montants qu’ Anatole a 
prêté à Barnabé. Nous obtenons alors l’équation de valeur 


0.06 6(12) 0.06 3(12) 0.06 2(12) 
10000 (1 + =) +5 000 (1 + e) +1000 (1+ mn) = X 


Notons que le taux d'intérêt est le taux nominal &(12) = 6% et en conséquence, 
nous avons 0,5% comme taux d'intérêt par mois. Le terme 10 000(1,005)5(12) = 
14 320,44 $ est la valeur accumulée par le 10 000 $ versé par Anatole à t — 0 après 
6 ans. Le terme 5 000(1,005)2(12) — 5 983,40 $ est la valeur accumulée par le 
5 000 $ versé par Anatole à { — 3. Ici Barnabé aura pu utiliser ce montant de 5 000 $ 
pendant les 3 dernières années du prêt. Le terme 1 000(1,005)242) = 1 127,16 $ 
est la valeur accumulée par le 1 000 $ versé par Anatole à t — 4. Ici Barnabé aura 
pu utiliser ce montant de 1 000 $ pendant les 2 dernières années du prêt. Nous 
obtenons alors 


X = 14 320,44 + 5 983,40 + 1 127,16 = 21 431,00 $. 


Mais nous aurions aussi pu considérer le début du prêt, c’est-à-dire £ = O0, 
comme date de comparaison. Dans ce cas, la valeur escomptée du remboursement 
X doit être égale à la somme des valeurs escomptées des montants qu’Anatole à 
prêté à Barnabé. Nous obtenons l’équation de valeur 


—6(12) 
x (149%) 


0.06 —3(12) 0,06 —4(12) 
= 10000 + 5000 (1 + ? ) + 2.000 (1 + ) 


Les montants 10 000, 5 000(1,005)-%(12), 1 000(1,005)-402) et X (1,005) 6012) 
sont respectivement les valeurs escomptées au début du prêt, c’est-à-dire à { = 0, 
des montants 10 000 $, 5 000 $, 1 000 $ et X $. En estimant chacune de ces valeurs 
escomptées, nous obtenons comme équation de valeur 


.…) ne 


10 000 + 4 178,22 + 787,10 = X (: + 12 
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et de ceci nous pouvons aussi conclure que X = 21 431,00 $. 

Pour illustrer encore plus comment déterminer l’équation de valeur, nous au- 
rions pu considérer la fin de la troisième année, c’est-à-dire { — 3, comme date 
de comparaison. Dans ce cas, nous obtenons que la valeur escomptée du rembour- 
sement au temps { — 3 doit être égale à la somme des valeurs accumulées des 
montants prêtés avant la fin de la troisième année et des valeurs escomptées des 
montants prêtés par Anatole après la troisième année. Nous obtenons alors 


0,06 \ (2) 0,06 \ —!? 0,06 \ (2) 
10000 (1 ) -5000-1000 (1 + =) = x (1+ ) 


Le terme 10 000(1,005)%(12) est la valeur accumulée après 3 ans par le 10 000 $ 
versé par Anatole à t — 0. Le terme 1 000(1,005)_!? est la valeur escomptée à 
la fin de la troisième année par le 1 000 $ versé par Anatole à t — 4. Finalement 
le terme X(1,005)-%(12) est la valeur escomptée à la fin de la troisième année du 
remboursement de X dollars. Donc l’équation de valeur devient 


0,06 \ 
12 


11 966,80 + 5 000 + 941,91 = X (: “e 


et de ceci, nous pouvons encore une fois conclure que X = 21 431,00 $. 


Cet exemple illustre comment obtenir l’équation de valeur à une date de compa- 
raison donnée. De façon générale, cette équation de valeur à la date de comparaison 
to est obtenue en posant 


Somme des valeurs accumulées Somme des valeurs accumulées 
ou escomptées des entrées à la | — | ou escomptées des sorties à la 
date de comparaison to date de comparaison to 


Exemple 2.2. Si, dans l’exemple (2.1), au lieu de faire un seul versement pour 
rembourser son emprunt à Anatole, Barnabé fait deux versements égaux à la fin des 
cinquième et sixième années. Quel sera le montant de chacun de ces versements ? 
Le diagramme d’entrées et sorties du point de vue d’Anatole est tracé ci-dessous. 
Ici Y désigne le montant de chacun des deux versements, montant à déterminer. 
Prenons la fin de la cinquième année comme date de comparaison, c’est-à-dire 
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Entrées: Y Y 

| | 

d: ° 1 2 3 î 5 6 
Sorties: 10 000 5 000 1000 


t = 5. Nous obtenons alors l’équation de valeur 
0,06\ 
Y+Y [I - 
+r (14%) | 


0,06 \ 502) 0,06 \ 212) 0,06 \ !? 
10000 (1 + © ) +5 000 (1 + ° ) + 1000 (1 + ° ) 


12 12 


Le côté gauche de cette équation est la somme des valeurs des entrées évaluées 
à la fin de la cinquième année, alors que le côté droit est la somme des valeurs des 
sorties évaluées à la même date. De ceci, nous obtenons 


Y(1 + 0,941 9) = (13 488,51 + 5 635,80 + 1 061,68) —  Y — 10 394,97$. 


Ainsi Barnabé versera à Anatole 10 394,97 $ à la fin des cinquième et sixième 
années. 


Remarque 2.1. Dans l’exemple (2.1), le versement pour rembourser le prêt était 
de 21 431,00 $, alors que dans l’exemple (2.2), le total des versements pour rem- 
bourser le prêt était de 10 394,97 + 10 394,97 = 20 789,94 $. Ce dernier montant 
20 789,94 $ est inférieur au montant versé dans l’exemple (2.1), c’est-à-dire 
21 431,00 $, et cette différence 21 431,00 - 20 789,94 = 641,06 $ est égale à l’intérêt 
sur le montant de 10 394,97 $ versé à la fin de la cinquième année au taux nominal 
de 412) = 6% pour la dernière année dans le cas de la situation de l’exemple (2.2). 


En d’autres mots, 
0,06 \ ? 
1 ’ — 11]. 


641,06 = 10 394,97 


Ceci est intuitivement compréhensible. 
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2.2 Échéance moyenne 


Nous allons maintenant étudier quelques questions relatives à la durée d’un 
prêt. La première question concerne l’échéance moyenne. Nous aimerions détermi- 
ner le moment t* pour lequel un versement de (51 + 52 + +: + s,) dollars fait par 
le débiteur lui permet d’acquitter en une fois plusieurs versements de s1,52,...,sh 
dollars payables aux moments {1,t2,...,1{, respectivement. Cette valeur {* est ap- 
pelée l’échéance moyenne. Nous avons tracé à la figure (2.1) le diagramme d’en- 
trées et sorties du point de vue du débiteur. 


Entrées: (s1+ St …. +5) 
| 
ft 0 { L f* n-1 in 
1 2 
| l Î l | 
Sorties: Sj 52 Sn-1 Sn 


FIGURE 2.1 — Échéance moyenne 
Si nous prenons comme date de comparaison : le moment { = 0, alors nous 
obtenons l’équation de valeur 


# t t t 
(s1+S2+.--+ sn)" = 5101 + sou? +... + san, 


où v — 1/(1 + à) est le facteur d’escompte et 4 est le taux effectif d’intérêt. Il est 
alors facile de déterminer l’échéance moyenne. En effet, 
t1 t2 ai 8 à tn 
# _ (s12 + sv +... +s, vi") 
(81+582+--:+8n) 


et en prenant le logarithme des deux côtés de l’équation, nous obtenons 


ent En) 


Flute) =in ( 
81+82+:°+8n 


Ainsi l’échéance moyenne est 


1 nm 
2.1 * — l > tk | 2] ) | 
(2.1) t At n Sk TV n 2. Sk 
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Comme v = (1+i) ? —  In(v) = —In(1+i) = —6, où d est le taux instantané 
d'intérêt constant équivalent au taux effectif d’intérêt à. Ainsi nous pourrions aussi 
écrire 

nm 


* 1 : 
(2.2) t ne In 25h — In Ÿ_sutr 


k=1 


Il est aussi possible de donner une formule approximative de t*. Auparavant 
nous allons rappeler la formule du binôme pour les séries de puissance et nous 
utiliserons ce développement pour obtenir une approximation de la valeur de t*. 


Lemme 2.1. Sa,x ERet|x| < 1, alors nous avons 


a a(a —1) a(a — 1)(æ —2) 
à ET 
aa Dre nEl). 
T sl EE 


c’est-à-dire le terme de droite de l'égalité converge si x est strictement compris 
entre —1 et 1 et la somme de cette série est (1 + x)°. Cette série est appelée la 
série binomiale. 


Nous ne démontrerons pas ce résultat. Ceci est fait dans un cours d’analyse. Il 
est facile de voir que si à € N, alors cette série est en fait une somme finie et la 
somme converge pour tout x € R. Par contre si à & N, la somme est infinie et il 
est alors possible de déterminer le rayon de convergence par le test du ratio. Dans 
ce cas, ce rayon de convergence est 1. Pour démontrer que la somme de la série est 
bien (1 + x)°, il faut avoir recours au théorème du développement de Taylor de la 
fonction (1 + x) comme une série. 

En utilisant le lemme (2.1), nous obtenons 

* * * 

Ci ae = A 
parce que à est compris entre O et 1. Ici le symbole & signifie approximativement. 
Dans l’équation (2.3), nous pourrions, si nous le voulions, être précis sur l’erreur 
qui survient du fait de tronquer la série. Nous ne ferons pas une analyse si poussée. 
De même, nous avons 


(23) vw =(1+i) Ÿ =1+ 


te 21 
ï A DC Te 


je = (+irte = 1 + Ci) 


46 Mathématiques financières 


Si nous substituons ces approximations dans l’équation 


(107 +208 + +snu) 
(51+52+-.:+8») 


à 


nous obtenons 


s1(1 _ tii) + s2(1 . toi) ri Sn(1 . tn) 


1-1") & 
(s1+52+--:+53) 


et, après avoir regroupé les termes, 


(s1t1 + Sato + +. + Sntn); 
(81+82+:-:+8n) 


(-#i)=1 


Donc une approximation possible de l’échéance moyenne est 


(S1t1 + Sat + --- + Sutn) 


1. 
(51+582+--:+8)) 


(2.4) tr & 


Cette valeur t est appelée une échéance moyenne approchée. Cette formule pour 
t est analogue à celle du calcul de centre de masse en physique mais pour laquelle 
aux masses, nous avons substitué les montants 51,52,...,s, et aux positions, les 
moments {1,42,...,lm. 


Exemple 2.3. Supposons qu’Anatole doit rembourser un prêt en faisant quatre ver- 
sements : 1 000 $, 2 000 $, 2 500 $ et 2 500 $ payables respectivement à la fin des 
troisième, quatrième, sixième et dixième années du prêt. Le taux effectif d’inté- 
rêt est de 7% sur ce prêt. Déterminer l’échéance moyenne de ce prêt, ainsi que 
l’échéance moyenne approchée. Nous avons tracé le diagramme des entrées et sor- 
ties ci-dessus. 


Entrées: 8 000 


OO À 2 à À à cer & 9 10 
Î Î ] Î 
Lie 1000 2000 2 500 2 500 


L’échéance moyenne t* correspond au moment pour lequel un paiement de 
8 000 $ = 1 000 $ + 2 000 $ + 2 500 $ + 2 500 $ serait équivalent aux quatre 


2 Principe de base 47 


versements. Cette échéance moyenne est obtenue par l’équation (2.1). Dans ce cas, 
v = (1,07) ! = 0,934 579 4 et l'échéance moyenne est 


1 000(1,07) * + 2 000(1,07) * + 2 500(1,07) 6 + 2 500(1,07)- 1° 
n 
1 000 + 2 000 + 2 500 + 2 500 
In (0,934 579 4) 


Il 
= 


Nous obtenons ainsi {* — 6,145 années. 
Maintenant si nous calculons l’échéance moyenne approchée, nous obtenons 


1 000(3) + 2 000(4) + 2 500(6) + 2 500(10) 
1 000 + 2 000 + 2 500 + 2 500 


= — 6,375 années. 


Dans l’exemple précédent, nous pouvons noter que t* < t. Ceci est toujours 
vrai. Nous allons maintenant démontrer ceci. Pour ce faire, il nous faut première- 
ment rappeler une inégalité classique. 


Proposition 2.1. Si ai, a2,...,an sont des nombres réels positifs, alors 


a < (ai 1e ARE) 

N 
avec l'égalité seulement si ai = a2 = ++: = an. L'expression (aia2--- an)'/N 
est appelée la moyenne géométrique de a1, a2,...,an, tandis que l'expression 
(ai + a2 +--: + an)/N est la moyenne arithmétique de a1,a2,...,an. Ainsi 
l’inégalité ci-dessus signifie que la moyenne géométrique est toujours plus petite 
ou égale à la moyenne arithmétique. 


Preuve. Nous ne démontrerons pas complètement ce résultat. La proposition est 
une conséquence du fait que le maximum de la fonction f(x1,%2,...,%N) = 
T1T2 TN lorsque æ1 + T2 + -:: + un = 1 avec T1, L2,..., EN > Oest NV. 
Ce maximum est atteint au point (æ1,x2,...,ænN) = (1/N,1/N,...,1/N).IIsuf- 
fit d’utiliser la méthode du multiplicateur de Lagrange pour démontrer cette borne. 
Nous allons donc supposer ceci. En prenant 
ai a2 
Xi — , L2 — Dés 
d+a+-.-+an GA +a2+::+aAN 
AN 


da +a2+---+an 


EN — 
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nous avons bien que æ1 + 2 + --- + æn = 1 et conséquemment 


DS die 4aj42...GQN 2 1 
CNT (a tarte an) © NN 
Donc 
N 
1 +42 +: +aAN 
CORNE | N ) ; 


et, en prenant la racine /V®, nous obtenons l’inégalité désirée 


1/N (a +at:+an) 


(aia2...an) N 


Corollaire 2.1. Soit des versements s1, 52, ..., S, faits respectivement 
aux moments t1, ta, ..., tn. Alors l'échéance moyenne t* est plus petite ou égale à 
l'échéance moyenne approchée t telle que définie par l'équation (2.4), c'est-à-dire 
ARE 2 


Preuve. Nous supposerons pour cette preuve que les montants s1, 52, ..., Sy Sont 
des entiers positifs. Ceci n’est pas vraiment une restriction pour l’énoncé du co- 
rollaire puisqu'il est toujours possible de se ramener à cette situation. Nous allons 
maintenant considérer la proposition (2.1) lorsque N = s1 + 52 +-::+ 5, et que, 
pour les nombres a1,a2,...,an, nous prenons 51 fois le nombre v!1, 52 fois le 
nombre v!?, …, 5, fois le nombre v!*. Nous avons alors l'inégalité 


Cu ys2t2 _ DRE A PA < (sivti + sovt? ++ Sn") 
(s1+52+-:.+5) 


Avec un peu d’algèbre et à cause de la définition de t*, nous obtenons 


L(iti+s2te+e+sntn)/(s1+824++5n)  ,E _ À. 


Parce que 0 < v < 1, alors & > t*. 
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2.3 Duplication et triplication du capital 


Une autre question qui se pose parfois est de déterminer combien de temps est 
nécessaire pour que le principal investi double lorsque le placement est rémunéré 
au taux effectif d’intérêt i. Nous voulons ainsi déterminer t tel que (1 + 4)! = 2. 
Mais ceci est très facile à résoudre. En effet, nous obtenons en prenant la fonction 
logarithmique 


In(2) 


Inf(1+4)]=t#tiIn(i+i)=In(2) = t- FAO 


De la même façon, il est possible de montrer que le temps nécessaire { pour 
que le principal investi triple lorsque le placement est rémunéré au taux effectif 
d'intérêt à est 

In(3) 
À ——: 
In(1 +i) 

Nous pouvons estimer rapidement les deux nombres In(2)/In(1 +4), ainsi que 
In(3)/In(1 + i). En effet si nous considérons la série de Taylor de la fonction 
x/In(1 + x) autour du point x — 0.08, nous obtenons 


7 = 1,039 486 977 + 0,487 416 202 3(x — 0,08) 
Im(1 + x) 
— 0,074 258 729 03(x — 0,08)? +... 


& 1,039 486 977 + 0,487 416 202 3(x — 0,08) 


si |x — 0,08] est presque nul. Donc le temps nécessaire pour que le principal double 
au taux effectif d’intérêt à est 
__ In(2)  In(2) i … In(2) 
_In(i+i) à Infl+i) à 
(1,039 5)In(2) _ 0,72 


Ü U 


(1,039 5 + 0,487 4(i — 0,08)) 


nel 
TT 


Il suffit donc pour approximer le temps nécessaire pour qu’un placement double 
de diviser 72 par le taux effectif d’intérêt exprimé en pourcentage. Par exemple, 
si le taux effectif d’intérêt est 9% par année, alors il faudra approximativement 
72/9 = 8 années pour que le principal investi double. Noter que la valeur exacte 
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est t — In(2)/In(1 + 0,09) = 8,04 années. Cette méthode décrite ci-dessus pour 
approximer la valeur de In(2)/In(1 + i) est appelée la règle de «72 ». 

Pour l’approximation de In(3)/In(1 + ), nous procédons comme ci-dessus. 
Donc le temps nécessaire pour que le principal triple au taux effectif d’intérêt à est 


__ In(3)  In(3) i _ In(3) 
7 Infi+i à Infi+i à 
(1,039 5)n(3) | 114 


(1,039 5 + 0,487 4(i — 0.08)) 


nel 
TT 


Nous avons dans ce cas la règle de « 114 », c’est-à-dire le temps nécessaire ap- 
proximatif pour que le capital d’un placement triple est de diviser 114 par le taux 
effectif d'intérêt exprimé en pourcentage. 


2.4 Calcul du taux d’intérêt 


Nous allons maintenant illustrer comment déterminer le taux d’intérêt dans une 
transaction. Ceci est important pour nous permettre de comparer deux transactions. 
Nous étudierons un peu plus ce type de problème lorsqu'il sera question dans un 
chapitre ultérieur de taux de rendement. 

Le premier cas, très simple, consiste en une transaction pour laquelle il n°y a 
qu’une seule entrée et une seule sortie et nous connaissons la durée n de la transac- 
tion. Nous avons tracé le diagramme des entrées et sorties ci-dessous. 


Entrées: P 
| 
ft. 0 1 2 n-2 n-1l 7 
Sorties: À 


Si nous fixons comme date de comparaison t{ = n, alors l’équation de valeur à 
cette date est 


(2.5) P(1+i)"=A 


où P, À, n désignent respectivement le principal, la valeur accumulée et la durée 
de la transaction. Nous supposons que P, À et n sont connus et nous cherchons à 
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déterminer le taux d’intérêt à par période. De cette équation (2.5), nous obtenons 
facilement :. En effet, 


P(HiT=A = ni +i)=m(s) = ni+)=rm(s) 


af (#) 


S’il y a plusieurs entrées ou sorties dans la transaction, nous avons une équation 
de valeur à la date de comparaison t, de la forme 


et finalement 


Somme des valeurs accumulées Somme des valeurs accumulées 
ou escomptées des entrées à la | — | ou escomptées des sorties à la 
date de comparaison to date de comparaison to 


Les deux côtés de cette équation sont des fonctions du taux d’intérêt i. Nous 
pouvons donc récrire ceci sous la forme suivante 


Somme des valeurs accumulées Somme des valeurs accumulées 
f{i) = | ou escomptées des entrées à la | — | ou escomptées des sorties à la 
date de comparaison to date de comparaison to 


= (0. 


Il nous faut donc déterminer les zéros de la fonction f(x) pour x > 0, plus pré- 
cisément déterminer les nombres réels positifs p tels que f(p) = 0. De plus, nous 
pouvons supposer que f(x) est une fonction dérivable. Ce problème de déterminer 
les zéros d’une fonction est un problème classique des mathématiques. 

Si f(x) est un polynôme de degré 2, 3, 4 en x, alors il existe des formules 
connues pour ces Zéros. On dit aussi racines dans ce contexte. Par exemple, si 
f(x) = ax? + bx + c avec a 4 0, alors les zéros de f(x) sont 


—b — \/b2 — 4Aac . —b + /b2 — 4ac 


2a 2a 


Nous n’énoncerons pas les expressions des racines dans le cas des polynômes de 
degré 3 et 4. Mais il existe des formules ne faisant intervenir que les coefficients de 
ces polynômes. 
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Si f(x) est un polynôme dont le degré est > 5, il est alors nécessaire d’utili- 
ser une méthode numérique. Il existe plusieurs méthodes pour attaquer ce type de 
problèmes, nous en décrirons deux : la méthode de bissection et celle de Newton- 
Raphson. Nous allons maintenant décrire la méthode de bissection. La méthode de 
Newton-Raphson sera décrite ultérieurement. 

La méthode de bissection est très simple. Parce que f(x) est une fonction déri- 
vable pour x > 0, alors f(x) est une fonction continue pour x > 0. Le principe de 
base de la méthode est le suivant : si les deux valeurs f(aæ) et f(/3) sont de signes 
opposés pour deux nombres réels « et 5, alors, par la continuité, il doit nécessaire- 
ment y avoir un zéro de f entre a et B. 

La première étape de la méthode de bissection consiste à déterminer deux 
nombres réels x et 1 (avec xo < 2x1) tels que f(x0) et f(x1) sont de signes 
opposés. Nous obtenons ces deux nombres par tâtonnement ou encore, si, par une 
analyse de la situation, il nous est possible d’estimer xo et x1. Une fois ces deux 
nombres obtenus, nous pouvons débuter la méthode de bissection. Nous considé- 
rons l'intervalle [x0, x] et son milieu æ2 = (x0 + x1)/2. Si f(xo) et f(x2) sont de 
signes opposés, alors nous poursuivons la méthode mais avec l’intervalle [xo, x2] ; 
alors que si f(x2) et f(x1) sont de signes opposés, nous poursuivons la méthode 
mais avec l'intervalle [x2, x] en prenant à chaque fois le milieu de l’intervalle. 
Nous continuons ainsi jusqu’à ce que nous obtenions le degré de précision voulu 
(c’est-à-dire jusqu’à ce que l’intervalle obtenu soit de longueur suffisamment pe- 
tite) relativement à la précision demandée. À chaque étape, nous divisons la lon- 
gueur de l'intervalle par 2 et nous obtenons ainsi de plus en plus de précision. 

Nous allons illustrer ceci dans l’exemple suivant. 


Exemple 2.4. Déterminons le taux effectif d'intérêt du prêt dont le diagramme des 
entrées et sorties est traçé ci-dessous. 


Entrées: 8 000 


t 0 Il 2 3 î 5 6 7 $ 9 | 
] 
Sorties: 3 000 3 000 3 000 1 000 


Si nous utilisons la fin de la dixième période comme date de comparaison, 
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c’est-à-dire {o = 10, alors l’équation de valeur sera 

8 000(1 + 4) 1° = 3 000(1 + 4)$ + 3 O00(1 + i)* + 3 000(1 + à)? + 1 000. 
Nous pouvons récrire ceci sous la forme suivante. 
f(i) = 8 000(1+4)!° — 3 000(1+4)$ — 3 000(1+ à) — 3 000(1 +5)? — 1 000 = 0. 


Nous voulons maintenant utiliser la méthode de bissection pour le calcul de 
zéros positifs de la fonction 


f(x) = 8 000(1 + x)! — 3 000(1+ x) — 3 000(1+ x)! — 3 000(1 + x)? — 1 000. 


Il nous faut premièrement déterminer deux valeurs x0 et x1 pour lesquels f(xo) et 
f(æ1) sont de signes opposés. Notons que f(0) — —2 000 et f(0,1) = 6 412,96. 
Ces deux valeurs sont de signes opposés. Nous pouvons ainsi débuter la méthode 
de bissection avec xo = 0 et x1 = 0,1. Nous commençons ainsi avec l’intervalle 
[0,0,1]. Le terme suivant sera le milieu de l'intervalle [0, 0,1], 
à savoir x2 = (0+0,1)/2 = 0,05. Si nous calculons f(x2) = f(0,05) = 1 056,85, 
alors l’intervalle suivant à considérer est [0, 0,05]. Le milieu de ce nouvel intervalle 
[0, 0,05] est x3 — (0 + 0,05)/2 = 0,025. Maintenant f(0,025) — —701,72, alors 
l'intervalle suivant à considérer est [0,025, 0,05]. Le milieu de ce nouvel intervalle 
est &4 = (0,025 + 0,05)/2 = 0,037 5. Si nous considérons f(0,037 5) = 113,65, 
alors nous poursuivons la méthode de bissection avec l’intervalle [0,025, 0,037 5]. 
Le processus continue et nous obtenons le tableau (2.1). 

En considérant les deux dernières valeurs du tableau (2.1), c’est-à-dire x7 — 
0,035 937 5 et xs = 0,035 156 3, nous pouvons conclure que f(x) possède un zéro 
dans l’intervalle [0,035 156 3, 0,035 937 5]. Ce zéro est approximativement 0,035. 
Si nous avions continué la méthode de bissection, les trois premières décimales 
des nombres obtenus resteraient 0,035. Si nous voulions plus de précision, il serait 
nécessaire de poursuivre le processus jusqu’à ce que les décimales (pour le degré 
de précision désiré) ne varient plus. Dans ce cas, nous pouvons affirmer que le taux 
effectif d’intérêt à par période est approximativement 3,5%. 

Avant de terminer cet exemple, il faut noter qu’il n’y a ici qu’un seul zéro 
positif, c’est-à-dire un seul taux d’intérêt qui fasse en sorte que l’équation de valeur 
soit satisfaite. Ceci n’est pas évident et est une conséquence de la règle des signes 
de Descartes. Nous énoncerons cette règle dans un chapitre ultérieur. 
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nm Tn (En) 

0 | 0,0 -2 000,00 
1 10,1 6 412,96 
2 | 0,05 1 056,85 
3 | 0,025 -701,72 
4 | 0,037 5 113,65 
5 | 0,031 25 -309,17 
6 | 0,034 375 -101,65 
7 | 0,035 9375 5,01 
8 | 0,035 156 3 -48,56 


Tableau 2.1 — Méthode de bissection 


Exercices résolus 


Exercice 2.1. Adonias désire faire l’achat d’un ordinateur et le vendeur lui offre de 
payer son ordinateur en versant 5 paiements de 500 $ chacun à tous les 3 mois, 
le premier versement payable immédiatement. Adonias propose plutôt de faire 
5 paiements de 500 $ chacun à tous les 4 mois, le premier versement payable im- 
médiatement. Si le taux nominal d’intérêt capitalisé mensuellement est de 12 % par 
année, quelle est la valeur actuelle de l’économie réalisée par Adonias si le vendeur 
accepte sa proposition ? 


Exercice 2.2. (f) Anatole prête à Barnabé 5 000 $ le 1 juillet 2007 à la condi- 
tion que ce dernier rembourse 200 $ le 1 juillet 2008, 200 $ le 1 juillet 2009 et 
5 000 $ le 1 juillet 2011. Le 1 janvier 2009, Anatole vend pour 5 000 $ à Cléo les 
droits sur les paiements restants de façon à ce que Barnabé fasse tous les paiements 
à venir à Cléo. Si 412) est le taux nominal d’intérêt capitalisé à tous les 6 mois pour 
la transaction entre Anatole et Barnabé et j(2) est le taux nominal d’intérêt capita- 
lisé à tous les 6 mois pour la transaction entre Anatole et Cléo. Est-ce que (2) est 
égal à j02) ? Si non, lequel des deux taux est le plus grand ? 


Exercice 2.3. Un manufacturier peut automatiser les opérations d’une partie de sa 
chaîne de production par l’achat d’un robot qui remplacerait 30 employés. Chacun 
de ces employés gagne 30 000 $ par année et ce salaire est payé sous la forme de 
12 versements égaux de 2 500 $ à la fin de chaque mois. La durée de vie du robot 
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est de 5 ans et nous supposerons qu’il ne nécessite aucun entretien. Si l’intérêt est 
au taux nominal d'intérêt de 9 % par année capitalisé à tous les mois, quel est le 
montant maximal que ce manufacturier paiera pour ce robot (le premier jour du 
mois) dans chacune des hypothèses suivantes : 


1. le robot n’a plus de valeur marchande à la fin des 5 ans; 
2. le robot vaut 225 000 $ après 5 ans. 


Pour cet exercice, vous pouvez utiliser les formules suivantes : 


k=0 


Exercice 2.4. Anatole doit rembourser un prêt auprès de la banque en faisant 
4 versements : 1 000 $ dans un an, 1 500 $ dans 2 ans, 2 000 $ dans 3 ans et 
2 000 $ dans 3,5 ans. 


1. Si le taux nominal d'intérêt est 44) — 5% par année capitalisé à tous les 
trimestres, quel est le montant qu’il a emprunté à la banque ? 


2. S’il a emprunté 5 500 $, déterminer le taux nominal d’intérêt 0) par année 
capitalisé à tous les six mois pour ce prêt. 


3. Si le taux nominal d'intérêt est 4112) — 4,5% par année capitalisé à tous les 
mois et que deux mois après son deuxième versement Anatole veut complè- 
tement rembourser son prêt, quel doit être le montant à verser à la banque ? 


Exercice 2.5. Cléo dépose au début de chaque mois d’une année dans un compte 
de banque les montants suivants : 300 $ aux mois de janvier, mars et avril, 400 $ aux 
mois de février, mai et septembre, 250 $ aux mois de juin et juillet et 350 $ à tous les 
autres mois. Ce compte de banque est rémunéré au taux nominal d’intérêt i(12) — 
5% par année capitalisé à tous les mois. Elle veut remplacer tous ces versements par 
un seul versement de 4 000 $ pendant l’année. Noter que la somme des versements 
mensuels faits pendant l’année est de 4 000 $. 


1. Déterminer à quel moment précis qu’elle doit faire ce versement pour que ce 
soit équivalent à faire les versements mensuels. 


2. Approximer ce moment en utilisant l’échéance moyenne approchée. 


3. Comparer le moment précis et son approximation. 
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Exercice 2.6. Diogène a fait un prêt à la banque. Il rembourse son prêt en faisant 
4 paiements : le premier au montant de 30 000 $ fait deux ans après le prêt ; le 
second au montant de 20 000 $ fait un an après le premier paiement, le troisième au 
montant de 10 000 $ fait un an après le deuxième paiement et le dernier au montant 
de 5 000 $ fait un an après le troisième paiement. Le taux d’intérêt pour ce prêt est 
i0) = 8% par année capitalisé à tous les six mois. 


1. Déterminer le montant que la banque a prêté à Diogène. 


2. Si après avoir fait son deuxième paiement, Diogène renégocie son prêt avec 
la banque de façon à n’avoir plus qu’un seul paiement à faire dans trois ans, 
quel doit être ce dernier paiement ? Le taux d’intérêt pour ces trois années est 
toujours le taux nominal iQ) = 8% par année capitalisé à tous les six mois. 


3. Si au lieu de faire quatre versements totalisant 65 000 $ comme ci-dessus, 
Diogène faisait un seul paiement de 65 000 $, à quel moment doit-il faire 
ce paiement pour rembourser son prêt ? Le taux d’intérêt est toujours le taux 
nominal 2) = 8% par année capitalisé à tous les six mois. 


Exercice 2.7. Ernestine a prêté 10 000 $ à Ferdinand. Ce dernier rembourse le prêt 
en faisant un paiement de 3 000 $ un an après le prêt, 4 000 $ trois ans après le prêt 
et 5 000 $ quatre ans après le prêt. Notons par à : le taux effectif d’intérêt par année 
de ce prêt. 


1. Déterminer l’équation de valeur de cette transaction quatre ans après le prêt. 


2. En utilisant la méthode de bissection, déterminer le taux d’intérêt à en pour- 
centage à une décimale de précision en sachant que 6,5% < à < 7%. 


3. Si trois ans et demi après le début du prêt, Ernestine vend celui-ci à Gaston 
pour le montant 4 800 $, c’est-à-dire que Ferdinand versera à Gaston plutôt 
qu’à Ernestine son dernier paiement, déterminer le taux nominal d’escompte 
d@) par année de cette dernière transaction entre Ernestine et Gaston. 


Exercice 2.8. Anatole emprunte 1 000 $ à Barnabé. Le taux d’intérêt du prêt est 
le taux effectif à — 7% par année. Il rembourse ce prêt en faisant un paiement de 
X dollars après un an et (1 200 — X) dollars après 3 ans. Déterminer X. 


Exercice 2.9. La valeur actuelle de X dollars payable dans 4 ans est 2 800 $ 
si le taux instantané de l’intérêt par année est 0, alors que la valeur actuelle de 
2K dollars payable dans 6 ans est 5 935 $ si le taux instantané de l’intérêt par 
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année est 0/2. Déterminer la valeur accumulée en investissant X dollars pendant 
3 ans si le taux effectif d’intérêt est 0,75 fois le taux effectif d'intérêt équivalent au 
taux instantané de l’intérêt à. 


Exercice 2.10. Un montant de 10 000 $ placé au taux effectif d’intérêt à vaut 
17 958,56 $ après n années, alors qu’un montant de 5 000 $ placé au taux ef- 
fectif d’intérêt à par année vaut 9 428,25 $ après (n + 1) années. Quel est la valeur 
actuelle d’un montant de 2 000 $ payable dans 2n années si le taux d’intérêt est le 
taux effectif d’intérêt à par année. 


Exercice 2.11. Diogène a prêté 8 000 $ à Éloïse. Cette dernière rembourse le prêt 
en faisant un paiement de 2 000 $ deux ans après le prêt, 5 000 $ trois ans après 
le prêt et 3 000 $ cinq ans après le prêt. Notons par à : le taux effectif d’intérêt par 
année de ce prêt. 


1. Déterminer l’équation de valeur de cette transaction à la date de comparai- 
son : la fin de la cinquième année après le prêt. 


2. En utilisant la méthode de bissection, déterminer le taux d’intérêt à en pour- 
centage à une décimale de précision en sachant que 6,5% < à < 7%. 


3. Si plutôt que de rembourser son prêt comme ci-dessus, Éloïse avait eu à 
le rembourser complètement par deux paiements de 5 000 $ à la fin des 
deuxième et quatrième années après le prêt, alors déterminer exactement le 
taux effectif d'intérêt par année. 


Exercice 2.12. Anatole dépose P dollars dans un compte de banque. Durant les 
deux premières années, la banque rémunère ce compte au taux effectif d’intérêt à 
par année et le solde du compte à la fin de la deuxième année est 6 225 $. Durant la 
troisième année, la banque rémunère ce compte au taux effectif d’intérêt à + 0,02 
par année et le solde du compte à la fin de la troisième année est 6 630 $. Déterminer 
P. 


Exercice 2.13. Sachant que la valeur accumulée lorsqu'on place 1 000 $ au taux 
instantané de l’intérêt Ô par année après cinq ans est égale à la valeur accumulée 
lorsqu'on place 1 070 $ au taux instantané de l’intérêt 0,80 par année pour la même 
période, alors déterminer la valeur actuelle de 4 000 $ payable dans trois ans si le 
taux effectif d’intérêt est 1,1 fois le taux effectif d’intérêt par année équivalent au 
taux instantané 6. 
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Exercice 2.14. Barnabé emprunte (L + 1 000) dollars au taux effectif d’intérêt 
i — 6% par année. Il rembourse cet emprunt en faisant deux paiements : 0,4ZL 
dollars après deux ans et 0,92 dollars après 3 ans. Déterminer L. 


Exercice 2.15. Dans un placement rémunéré au taux effectif d'intérêt à par année, 
Diogène fait trois dépôts : 2 000 $ initialement, 1 000 $ à la fin de la première 
année, 3 000 $ à la fin de la deuxième année. À la fin de la sixième année, le 
montant accumulé est de 7 700 $. 


1. Déterminer l’équation de valeur de cette transaction avec comme date de 
comparaison : la fin de la sixième année. 


2. En utilisant la méthode de bissection, déterminer le taux d’intérêt à en pour- 
centage à une décimale de précision en sachant que 5% < à < 5,5%. 


3. Si plutôt que de faire trois dépôts comme ci-dessus, Diogène avait fait seule- 
ment deux dépôts de 3 000 $ chacun respectivement immédiatement et à la 
fin de la troisième année, alors déterminer exactement le taux effectif d’inté- 
rêt par année. 


Exercice 2.16. Anne fait deux dépôts dans un compte rémunéré au taux effectif 
à = 8% par année : R dollars aujourd’hui et 1,5R dollars dans 2 ans. Après 5 ans, 
le montant accumulé dans ce compte est (À + 3 000) dollars. Déterminer R. 


Exercice 2.17. Sachant que la valeur actuelle de 1 500 $ dollars payable dans 
5 ans au taux nominal d'intérêt i(2) par année capitalisé à tous les semestres est 
égale à la valeur actuelle de 1 800 $ payable dans 7 ans au taux nominal d’intérêt 
i@) par année capitalisé à tous les semestres, déterminer la valeur accumulée si 
nous investissons 5 000 $ pendant 9 ans au taux effectif d'intérêt 1,2 fois le taux 
effectif d’intérêt par année équivalent au taux nominal d’intérêt 10), 


Exercice 2.18. Barnabé place 10 000 $ dans un investissement rémunéré au taux 
effectif d’intérêt 8% par année. À la fin des 4° et 6° années, il retire X dollars. 
Immédiatement après ce second retrait, celui à la fin de la 6° année, il reste 1 000 $ 
dans le placement. Déterminer X. 


Exercice 2.19. Désirée et Émile conviennent du prêt suivant entre eux. Désirée 
versera immédiatement et dans deux ans X dollars à Émile. Ce dernier remboursera 
ce prêt en versant à Désirée 3 000 $ à la fin de la 6° année, 4 000 $ à la fin de la 
8° année et 8 000 $ à la fin de la 10° année. Le taux effectif d’intérêt de ce prêt est 
5% par année. 
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1. Déterminer X. 


2. Si plutôt que de rembourser ce prêt en faisant trois paiements, Émile faisait 
un seul paiement de 15 000 $, à quel moment doit-il faire ce paiement (pour 
que le taux d’intérêt reste inchangé) ? 


3. Désirée dépose les paiements qu’elle recoit d’Émile dans un compte rému- 
néré au taux effectif d'intérêt j par année. Immédiatement après le dépôt de 
8 000 $ à la fin de la 10° année, la valeur accumulée dans son compte est 
15 600 $. Déterminer précisément j. 


Exercice 2.20. Anne emprunte 5 000 $ à Bernard. Le taux d'intérêt du prêt est le 
taux nominal d’intérêt 4 = 8% par année capitalisé à tous les trimestres. Elle 
rembourse ce prêt en faisant un paiement de 2X dollars 2 ans après le prêt et 
X dollars 3 ans après le prêt. Déterminer X. 


Exercices non résolus 


Exercice 2.21. Anastasia dépose 2 000 $ aujourd’hui, 1 500 $ dans un an et 
1 000 $ dans 2 ans dans un placement rémunéré au taux d’intérêt composé à par 
année pendant toute cette période. Le montant accumulé dans le compte immédia- 
tement après le dépôt de 1 000 $ est 5 200 $. 


1. Déterminer exactement le taux d’intérêt 1. 


2. En utilisant votre calculatrice financière, déterminer approximativement le 
taux d’intérêt 1. 


Exercice 2.22. Bertrand emprunte 30 000 $. Il remboursera ce prêt en faisant deux 
paiements, un premier au montant de 20 000 $ après n années et un second au mon- 
tant de 18 000 $ après 2n années. Le taux d'intérêt de ce prêt est le taux nominal 
10) = 2,729% par année capitalisé semestriellement. Quelle est la valeur de n ? 


Exercice 2.23. Cléo et Diogène empruntent chacun 15 000 $ à leur père. Cléo rem- 
bourse son prêt par deux paiements, un premier versement au montant de 
10 000 $ à la fin de la troisième année et 9 000 $ à la fin de la sixième année. 
Diogène remboursera son prêt par un seul paiement de 20 000 $. À quel moment 
doit-il faire ce paiement si les taux d’intérêt de ces deux prêts, celui de Cléo et le 
sien, sont égaux ? 
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Exercice 2.24. L’échéance moyenne d’un flux financier consistant en 3 paiements 
égaux au montant de P dollars faits à la fin de chaque trimestre pendant une année, 
à l’exception d’un trimestre, est 0,662 804 années si le taux d’intérêt est le taux 
nominal à) — 8% par année capitalisé trimestriellement. Quel est le trimestre 
pour lequel il n’y a pas eu de paiement ? 


Exercice 2.25. Alex emprunte 15 000 $ à Barnabé. Il rembourse ce prêt en faisant 
un paiement de 3X dollars 2 ans après le prêt et X dollars 4 ans après le prêt. 
Déterminer X, ainsi que le montant total d’intérêt payé par Alex, 


1. si le taux d'intérêt du prêt est le taux nominal d'intérêt 42) — 6% par année 
capitalisé à tous les semestres ; 


2. si le taux d'intérêt du prêt est le taux nominal d’escompte dU2) = 6% par 
année capitalisé à tous les mois. 


Exercice 2.26. Anne veut accumuler 50 000 $ après 5 ans en faisant des dépôts 
dans un placement. Elle y dépose 2X dollars immédiatement, X dollars à la fin de 
la 3° année et 3X dollars à la fin de la 5° année. Déterminer X, ainsi que le montant 
total d'intérêt gagné par Anne, 
1. si le placement est rémunéré au taux nominal d’intérêt iD = 8% par année 
capitalisé à tous les trimestres ; 


2. si le placement est rémunéré au taux nominal d’escompte de) = 6% par 
année capitalisé à tous les six mois. 


Exercice 2.27. Bernard fait des dépôts et des retraits d’un placement. Après 
4 ans, le montant accumulé dans le placement est de 25 000 $. Il dépose X dol- 
lars immédiatement, 15 000 $ dollars à la fin de la 2° année et 4X dollars après 30 
mois. Il retire 5 000 $ à la fin de la 3° année. Déterminer X 


1. si le placement est rémunéré au taux nominal d'intérêt à(12) = 9% par année 
capitalisé à tous les mois ; 


2. si la fonction de capitalisation du placement est a(t) — 1 + 0,02€? pour 
t € [0,4]. Ici t = 1 désigne une année. 


Exercice 2.28. Un prêt contracté au taux effectif d’intérêt de 6% par année doit 
être remboursé par 3 paiements : 4 000 dollars à la fin de la 5° année, Y dollars à 
la fin de la 8° année et de 3 000 dollars à la fin de la 9° année. L’échéance moyenne 
de ces 3 paiements est {* — 7,25 années. 
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1. Déterminer Y. 


2. Déterminer l’échéance moyenne approchée. 


Exercice 2.29. Un prêt contracté au taux effectif d’intérêt de 4% par année est 
remboursé par 4 paiements : 2 000 dollars à la fin de la 3° année, 2 000 dollars à la 
fin de la 5° année, X dollars à la fin de la 8° année et de 3 000 dollars à la fin de la 
10€ année. L’échéance moyenne approchée de ces 4 paiements est £ = 7, 1 années. 


1. Déterminer X. 


2. Déterminer le montant emprunté. 


Chapitre 3 


Annuités 


Une façon très fréquente de rembourser un prêt est de verser des paiements 
(souvent égaux) à des intervalles de temps égaux. Il suffit de penser aux paiements 
d’une hypothèque ou le remboursement d’un prêt pour l’achat d’une automobile 
par exemple. C’est ce que nous appelons une annuïité. Souvent les paiements sont 
faits soit tous les mois, soit tous les six mois ou encore tous les ans. L’intervalle 
entre deux paiements est la période de paiement de l’annuité. Nous utiliserons 
aussi à l’occasion le terme de rente au lieu d’annuité. 

Dans ces notes, nous allons seulement considérer les annuités certaines. Les 
paiements sont faits pendant une période de temps fixée. Il n’y a pas de conditions 
particulières à être satisfaites pour que ces paiements soient faits. Il a aussi des 
annuités éventuelles pour lesquelles certaines conditions doivent être satisfaites 
pour que les paiements aient lieu, par exemple que la personne soit en vie comme 
dans le cas d’une rente viagère. 


3.1 Annuités de fin de période 


Nous allons commencer notre étude du sujet en considérant la situation la plus 
simple possible. La période des paiements de l’annuité coïncide avec la période de 
capitalisation de l’intérêt. Par exemple, si les paiements sont mensuels, alors l’in- 
térêt est aussi capitalisé à tous les mois. De plus, les paiements sont tous égaux 
entre eux. Nous verrons plus tard comment traiter les cas où soit les paiements va- 
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rient, soit la période des paiements de l’annuité ne coïncide pas avec celle de la 
capitalisation de l’intérêt. 

Considérons donc une annuité pour laquelle des paiements de 1 $ sont faits à 
la fin de chacune des périodes de paiement et cela pendant n périodes. C’est ce qui 
s’appelle une annuïité simple constante de fin de période. Notons par à : le taux 
d'intérêt par période de paiement. Il ne faut pas confondre ce taux d’intérêt à avec 
le taux d'intérêt effectif à défini au premier chapitre. Ici à est le taux d’intérêt par 
période de paiement de l’annuité. Dans ce qui suivra, v dénotera (1 + 4)—! et est 
le facteur d’escompte pour une période de paiement de l’annuité. Nous traiterons 
ultérieurement le cas des annuités pour lesquelles les paiements sont faits au début 
de chacune des périodes de paiement. La valeur actuelle (ou encore escomptée) 
au début de la première période de paiement (c’est-à-dire à £ — 0) d’une annuité 
simple constante de fin de période sera notée a (ou encore a; si nous voulons 
préciser À) ; alors que la valeur accumulée par celle-ci à la fin de la n° période de 
paiement sera notée par sa (ou encore sx: si nous voulons préciser i). Nous allons 
maintenant déterminer ces deux valeurs a et sx. 

Pour calculer la valeur actuelle a, il suffit de considérer le diagramme d’en- 
trées et sorties suivant : 


Entrées: am 


a 
| 
ft 0 


mm + 
mm, ND + 

> 

Ll 

ne) 

> 
mn > + 


Sorties: 


FIGURE 3.1 — Valeur actuelle d’une annuité de fin de période 


Noter qu'ici l’échelle de temps est en période de paiement de l’annuité. Ainsi 
t = 1 correspond à la fin de la première période de paiement de l’annuité et pas 
nécessairement à une année. 

Nous pouvons concevoir cette transaction ci-dessus de la façon suivante. L’em- 
prunteur reçoit a dollars initialement et il rembourse ce prêt en versant n paie- 
ments de 1 $ à la fin de chacune des périodes de paiement. Nous obtenons ainsi les 
entrées et sorties comme dans le diagramme lorsque nous nous plaçons du point de 
vue de l’emprunteur. 

Nous obtenons a; en considérant l’équation de valeur avec comme date de 
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comparaison le début de la première période (c’est-à-dire { = 0). La valeur actuelle 
du premier paiement de l’annuité est 1/(1 + i) = v, celle du deuxième paiement 
de l’annuité est 1/(1 + à)? = v? et ainsi de suite. Donc la valeur actuelle du k° 
paiement, celui qui est fait à la fin de la k° période est v*. Nous obtenons comme 
équation de valeur 


n—1 
ss. v (1-1? 1-7" 
am =v+u +++ y 2 = = . ). 


Dans ce qui précède, nous avons utilisé la formule suivante : 


mm 
Ve: m+1l 
dx" — ne L pourtoutx ER, x #1, 
— À 
k=0 


qui peut facilement être démontré en notant que 


m m m 
(1— x) > Fa _ ; Me _ >) ADN =1-2"#t 
k=—0 k=0 k=0 


les deux sommes se télescopant. Nous avons aussi utilisé la formule 


v 1 1 1 


(Av) (+d(-v) (+1 à 


Avant de donner une interprétation de la formule 


(3.1) Ga = = 


nous allons présenter deux exemples pour illustrer son utilisation. 


Exemple 3.1. Anatole fait l’achat d’une automobile et finance son achat en em- 
pruntant 20 000 $. Il a le choix entre deux options pour le remboursement de ce 
prêt. Dans la première option, il fera 36 paiements mensuels égaux et le taux no- 
minal d'intérêt sera i(12) = 14% par année capitalisé mensuellement. Dans la se- 
conde option, il fera 48 paiements mensuels égaux et le taux nominal d’intérêt sera 
102) = 16% par année capitalisé mensuellement. Dans les deux options, les paie- 
ments débuteront un mois après l’achat de la voiture. Déterminons pour chacune 
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de ces options, le paiement mensuel ainsi que la somme de tous les paiements du 
prêt. Notons qu'ici la période de paiements de l’annuité coïncide avec la période 
de capitalisation de l'intérêt, c’est-à-dire un mois. Les paiements sont constants 
dans chacune des options. Pour chacune de ces options, le remboursement du prêt 
consiste en une annuité simple constante de fin de période. Notons par F1 (res- 
pectivement P2) : le paiement mensuel dans le cas de la première (respectivement 
deuxième) option. 

Pour la première option, le taux d’intérêt par période de paiement (c’est-à-dire 
par mois) est à — i(12)/12 — 14%/12 = 1,166 667%. Nous obtenons donc que 
l'équation de valeur de ce prêt à & — 0 est 20 000 = Pi a3g 1 166 667%- H est alors 
facile en utilisant l’équation (3.1) de calculer A3G 1,166 667% En effet, 


1 — (1 + 0,011 666 67) %6 
on 0,011 666 67 


— 29,258 9. 


Conséquemment P, — 20 000/29,258 9 — 683,55 $. Pour la première option, 
le paiement mensuel est de 683,55 $ et la somme de tous les paiements faits par 
Anatole sera 36 x (683,55) — 24 607,80 $. Noter qu’il aura donc payer 24 607,80 — 
20 000 — 4 607,80 $ d'intérêt pour cette option. Nous avons tracé le diagramme 
d'entrées et sorties du point de vue d’Anatole ci-dessus. 


Entrées: 20 000 
| 


t(mois): 0 1 T di 36 
Sorties: E BE E E BE 


Pour la seconde option, nous avons tracé le diagramme d’entrées et sorties sui- 
vant du point de vue d’Anatole ci-dessous. 


Entrées: 20 000 
| 


t(mois): 0 î 46 # #8 
Î 
Sorties: B B B B B 
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Le taux d'intérêt par mois est à — 5112)/12 — 16%/12 = 1,333 333%. 
Nous obtenons donc que l’équation de valeur de ce prêt à { — 0 est 20 000 — 
P2 Ag 1,333 333% AÏOTS G3g 1 333 3339, Peut facilement être calculé en utilisant la 
formule (3.1). En effet, 


1—(1+0,013 333 33) 4% 
LAS 1,333 333% — 0,013 333 33 


Conséquemment P> — 20 000/35,285 6 — 566,80 $. Pour la seconde option, 
le paiement mensuel est de 566,80 $ et la somme de tous les paiements faits par 
Anatole sera 48 x (566,80) — 27 206,40 $. Noter qu’il aura donc payer 27 206,40 — 
20 000 — 7 206,40 $ d’intérêt dans cette option. 


= 35,285 6. 


Exemple 3.2. Barnabé a hérité de 120 000 $ qu’il a placé au taux nominal d’inté- 
rêt 44 = 10% par année capitalisé trimestriellement (c’est-à-dire à tous les trois 
mois). Il retirera R dollars à la fin de chaque trimestre en débutant avec le premier 
trimestre et il fera ces retraits pendant 10 ans. Après ces 10 ans, il aura complè- 
tement utilisé son capital. Déterminons ce montant trimestriel À. Ici ses retraits 
forment une rente. La période de paiement de la rente coïncide avec celle de la 
capitalisation de l’intérêt, c’est-à-dire trois mois. Le taux d’intérêt par période de 
paiement de la rente est à = (4/4 — 10%/4 = 2,5%. Nous avons tracé le dia- 
gramme d’entrées et sorties ci-dessous. 


Entrées: 120 000 
| 


t(trim.): O0 


æ—— | 
æ— 0 À 


Sorties: 
Nous obtenons ainsi que l’équation de valeur avec le début du placement comme 
date de comparaison sera 
120 000 = À 435 2,5% : 
De l’équation (3.1), nous avons 


1 — (1+ 0,025) 40 
36 2,5% = MVE = 25,102 77. 
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Conséquemment R — 120 000/25,102 77 — 4 780,35 $. Donc pendant dix ans 
Barnabé retirera à chaque trimestre 4 780,35 $ . 


Nous allons maintenant donner une interprétation de la formule (3.1), à savoir 


Ge) 


An — : 
1 


Celle-ci est équivalente à 1 = 7" + à az. Cette dernière expression est l’équation 
de valeur à t — 0 (c’est-à-dire la valeur actuelle) de 1 $ investi pour n périodes 
pendant lesquelles ce placement de 1 $ nous rapporte à dollars comme intérêt à 
la fin de chaque période et tel qu’à la fin de ces n périodes le montant de 1 $ est 
remboursé. Cette situation est celle des obligations et sera étudiée dans un chapitre 
ultérieur. Du point de vue du débiteur, le diagramme des entrées et sorties de ce 
transaction est illustré à la figure (3.2). 


Entrées: 


il 
| 
ft. 0 


Sen + 
ee, RD + 
> 
. ! 
D 
a 
= 
! 
= 
a 
= 


Sorties: 


FIGURE 3.2 — Interprétation de la formule (3.1) 


Noter qu'ici le temps est mesuré en périodes de paiement de l’annuité. Aussi 
nous supposons que l’intérêt ? gagné à chaque période est investi au taux d’intérêt 
à par période de paiement. Si nous avions été plus précis, nous aurions écrit plutôt 
1 = 7" + à am. Le terme de gauche de cette dernière équation représente la valeur 
actuelle (c’est-à-dire à { = 0) des entrées, alors que le terme de droite représente la 
valeur actuelle des sorties : ” est la valeur actuelle de 1 $ payable dans n périodes 
et à am: la Valeur actuelle des n paiements de i. 

Nous allons maintenant calculer la valeur accumulée 53. Nous procédons 
comme nous l’avons fait pour az. Il suffit de considérer le diagramme des entrées 
et sorties tracé à la figure (3.3). 

En effet, nous pouvons concevoir ceci comme un placement pour lequel l’in- 
vestisseur verse 1 $ à la fin de chaque période de paiement pour retirer après n 
périodes le montant accumulé, à savoir 53. 
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Nous obtenons s7 en considérant l’équation de valeur avec comme date de 
comparaison la fin de la n° période (c’est-à-dire { = n). Il nous suffit donc de 
déterminer la valeur accumulée par chacun des paiements. La valeur accumulée à 
t = n par le paiement fait à la fin de la première période est (1 + à}! parce 
qu’il y a (n — 1) périodes de capitalisation de l’intérêt pour ce paiement. La valeur 
accumulée à { = n par le paiement fait à la fin de la seconde période est (1 + i)"—2 
et ainsi de suite. Donc la valeur accumulée à t = n par le paiement fait à la fin de 
la k° période est (1 + i)"—À, Nous obtenons comme équation de valeur 


n—1l 


Sa = (14) + (+++ (14) +1 = NU (+) = (CHE? 
| k=0 Q+i)-1 
et finalement la formule 
1+3)7 —1 
G2) nn 
i 
Entrées: Sm 
| 
ft 0 1 2 n-2 n-l : 
| ] | Î | ] 
Sorties: il 1 1 1 1 


FIGURE 3.3 — Valeur accumulée d’une annuité de fin de période 


Nous allons maintenant présenter deux exemples pour illustrer l’utilisation de 
cette dernière formule. 


Exemple 3.3. À la naissance de son fils, Albert a résolu d’accumuler un fonds 
pour l’aider dans ses études futures en versant 50 $ à tous les mois dans un compte 
de banque rémunéré au taux nominal d’intérêt 102) = 6% par année capitalisé 
mensuellement. Au vingtième anniversaire de son fils, Albert lui remettra le mon- 
tant ainsi accumulé. Les versements ont débuté un mois après la naissance de son 
fils. Déterminons le montant accumulé au vingtième anniversaire du fils d’ Albert. 
La période de paiements de l’annuité coïncide avec la période de capitalisation 
de l’intérêt, c’est-à-dire un mois. Les paiements sont constants. Nous sommes en 
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présence d’une annuité simple constante de fin de période. Le taux d’intérêt par 
période (c’est-à-dire un mois) est à — 412) /12 = 6%/12 = 0,5%. Il y aura au total 
20 x 12 — 240 paiements de 50 $. Le montant accumulé sera donc 


(1 + 0,005)240 — 1 
0,005 


50 336 0,5% = 50 — 23 102,048. 


Exemple 3.4. Barnabé et Cléo veulent accumuler 15 000 $ dans 5 ans pour pouvoir 
s'offrir une croisière. Ils déposent ensemble X dollars à chaque deux mois dans 
un placement rémunéré au taux nominal d’intérêt i(6) = 6% par année capitalisé 
bimestriellement (c’est-à-dire à tous les deux mois). Ils font ces versements de 
X dollars à la fin de chacune de ces bimestres. Déterminons X. Nous avons une 
annuité simple constante de fin de période. Le diagramme des entrées et sorties est 
tracé ci-dessous. 


Entrées: 15 000 
| 
t(bim.): 0 î 28 1 Fi 
| 
Sorties: X X X X X 


Le taux d'intérêt par période de paiement de l’annuité est à — à(6)/6 — 6%/6 — 
1%. L’équation de valeur avec comme date de comparaison t — 5 ans, c’est-à-dire 
t = 30 périodes de deux mois, est 


15 000 = X 53 1% : 
De l’équation (3.2), nous obtenons 


(1 + 0,01)°° — 1 


sx 1% = Ni = 347849. 


Conséquemment X — 15 000/34,784 9 — 431,22 $. Barnabé et Cléo verseront 
431,22 $ à tous les deux mois. 


Nous allons maintenant donner une interprétation de la formule (3.2). Celle-ci 
est équivalente à 1+ism — (1+4)".Ilest possible de donner une interprétation pour 
cette dernière expression comme une équation de valeur. Le terme de droite (1+4)" 
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représente la valeur accumulée par 1 $ investi pendant n périodes au taux d’intérêt 
à ; alors que le côté gauche de l’expression représente aussi la valeur accumulée de 
ce placement : 1 est le principal investi et is est l’intérêt. En effet, isa représente la 
valeur accumulée par les versements de l’intérêt à à la fin de chacune des périodes. 
Plus précisément nous avons le diagramme d’entrées et sorties suivant : 


Entrées: 


1 
| 
# 0 


Se pi 
es D + 
SJ 
— | ES 
ND 
> 
Ll 
= 


Sorties: 


FIGURE 3.4 — Interprétation de la formule (3.2) 


En considérant l’équation de valeur à { = n, nous obtenons bien 1 + isz — 
(LH). 

Il existe quelques formules qui expriment des relations entre aa et s3. La plus 
simple est 


(3.3) Sn = an (1+i)" 


Il est facile de vérifier ceci algébriquement. En effet, 
1—-{(1+i) 7 1+i)7—1 
em+n"= | CE }a+or = 2 


i i 
Il est aussi facile de donner une interprétation de cette formule (3.3). Le terme 
am (1 +)” est la valeur accumulée par a après n périodes. Mais a; est la valeur 
de la rente à { — 0. Donc cette valeur accumulée a (1 + à)” est la valeur de la 
rente à { — n, c’est-à-dire 5. 
Une autre formule est la suivante : 


1 1 
(3.4) — = — +i. 
(e77 Sn 


= Sa. 


Il est facile de vérifier ceci algébriquement. En effet, 


LL. i 15-01), 640" 

— 1 = ——— 4. = = 

SA {+1 (+1 {+1 
î î 1 


(AURA OUT FH) ar 
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Il est possible d’interpréter cette formule (3.4) avec les concepts d’amortissement 
et de fonds d’amortissement. Nous traiterons de ces concepts dans un chapitre ul- 
térieur et nous présenterons alors cette interprétation. 


3.2 Annuités de début de période 


Considérons maintenant une annuité pour laquelle des paiements de 1 $ sont 
faits au début de chacune des périodes de paiement et cela pendant n périodes. 
C’est ce qui s’appelle une annuité simple constante de début de période. Notons 
par à : le taux d’intérêt par période de paiement. Rappelons que nous supposons 
que la période des paiements de l’annuité coïncide avec la période de capitalisation 
de l’intérêt. La valeur actuelle (ou encore escomptée) d’une telle annuité au début 
de la première période de paiement (c’est-à-dire à { = 0) sera notée x (ou encore 
mi Si nous voulons préciser à) ; alors que la valeur accumulée par celle-ci à la fin 
de la n° période de paiement sera notée par 53 (ou encore &3; si nous voulons 
préciser 2). Nous allons maintenant déterminer ces deux valeurs à et $. 

Pour déterminer &a, nous pouvons procéder comme nous l’avons fait pour a. 
Dans ce cas, nous avons le diagramme d’entrées et sorties suivant : 


Entrées: üm 


à 
| 
# 0 
| 
1 


me + 
ni, RO 
> 
l 
[ee] 
> 


Sorties: 


FIGURE 3.5 — Valeur actuelle d’une annuité de début de période 


Si nous considérons l’équation de valeur à { = 0, alors nous devons escompter 
chacun des paiements de l’annuité et nous obtenons 


=2) 


RE CS Qu nt 
NE 


Rappelons que v = (1 +) let que 


: 1 (+1 à 
no +) (+ ars © 
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où d est le taux d’escompte par période de paiement de l’annuité équivalent au taux 
d’intérêt :. Si nous substituons ceci ci-dessus, nous obtenons 


=) 


Pour déterminer 5, nous procédons comme pour 53. Nous avons le diagramme 
suivant : 


Entrées: $m 
| 
| 
ft 0 1 2 n-2 n-l n 
| | Î | 
Sorties: ! 1 1 1 1 


FIGURE 3.6 — Valeur accumulée d’une annuité de début de période 


Si nous considérons l’équation de valeur à la fin de la n° période comme date de 
comparaison, 1l nous faut accumuler chacun des n paiements de l’annuité à { = n. 
Nous obtenons ainsi 


B=(+iÿt+(1+i 4... +4(1+i)=(1+08 (+50 


[(1 + à)" — 1] = 


.. pe _(1+5) 


(1+i) 1 ï 


parce que i/(1 +) = d comme nous avons vu ci-dessus. En conclusion, 


: 1+i)" -1 
(3.6) SA — ) . 
Il est aussi facile de vérifier que 
(3.7) Sa = à (1 +1)". 


Ceci est analogue à la formule (3.3) et son interprétation est similaire, c’est-à-dire 
que $A est la valeur accumulée après n périodes par l’annuité simple constante de 
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début de période et à (1 + 1)" est aussi cette valeur accumulée. En effet, à; est la 
valeur de l’annuité au début des n périodes et (1 +1)" est le facteur d’accumulation 
d’un montant après n périodes. Conséquemment äx (1+4)" est la valeur accumulée 
après n périodes. 

Nous avons aussi 


(er SA 
En effet, 
1 d d+d[(1+i)" —-1] 
à — 
Oo hareit G+pr=i 
d d 1 


[A+or-1/A+0 1-2 ën 


Nous pouvons aussi relier les annuités de fin de période avec celles de début de 
période. Considérons une annuité simple constante ayant n paiements. Ci-dessous 
nous représentons celle-ci sur une échelle de temps. Ici { — 1 correspond à la fin 
de la première période de paiement. Au-dessus de cette échelle, nous avons indiqué 
la valeur de cette annuité à différentes dates au moyen de flèches et d’expressions 
déjà définies. Ce n’est pas un diagramme d’entrées et sorties, mais plutôt quatre 
tels diagrammes superposés. 


OO Tr—£& 
mp + — Q: 
nm NO + 

S 
m1 + 


FIGURE 3.7 — Comparaison de valeurs d’annuités à différents moments 
Nous obtenons alors 


En effet, än est la valeur de l’annuité de début de période, ici celle de l’annuité 
représentée évaluée à { — 1 et cette valeur est tout simplement celle de l’annuité 


3 Annuités 75 


représenté à & — 0, c’est-à-dire aa multiplié par le facteur d’accumulation (1 + à) 
pour prendre en compte la période qui sépare les moments { = 0 ett = 1. 
De la même façon, nous obtenons que 


(3.10) mn = Sn (1 + à) | 


Nous pouvons aussi concevoir une annuité simple constante de début de période 
comme le paiement de 1 $ immédiatement et une annuité simple constante de fin 
de période de (n — 1) paiements de 1 $. Nous obtenons ainsi pour la valeur actuelle 
de cette annuité de début de période 


(3.11) da = 1+ 4-1. 


Finalement nous pouvons concevoir une annuité simple constante de fin de pé- 
riode de (n+ 1) paiements comme étant un paiement de 1 $ au temps t = (n+1)et 
la valeur au temps t — (n + 1) d’une annuité simple constante de début de période 
de n paiements de 1 $. Donc 


Noter qu’il est très facile de démontrer algébriquement chacune de ces for- 
mules. En résumé, nous avons 


ün = an (1+i); ün = 1+4a—; 
$n = 8n (1 +i) ; San = L +57. 


Nous laissons au lecteur le soin de vérifier ceci. 


3.3 Annuités différées 


Il nous faut parfois déterminer la valeur d’une annuité à d’autres moments qu’à 
t=0ett = n où n est le nombre de paiements de l’annuité. Il est possible d’ac- 
cumuler ou escompter chacun des paiements. Mais il est plus efficace d’utiliser ce 
que nous venons de développer. Nous allons pour l’instant considérer des situations 
pour lesquelles la valeur de l’annuité est déterminée à un temps t qui est un multiple 
entier de la période de paiement de l’annuité. 
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Il y a trois cas à considérer : 


1. la valeur de l’annuité plusieurs périodes avant le premier paiement de celle- 
ci; 

2. la valeur de l’annuité plusieurs périodes après le dernier paiement de celle-ci 
et 


3. la valeur de l’annuité à un des paiements de celle-ci. 


Considérons le premier cas. Nous voulons déterminer la valeur actuelle d’une 
annuité simple constante de fin de période consistant en n paiements de 1 $ dont 
le début est différé de m périodes, c’est-à-dire le premier paiement a lieu à la fin 
de la (m + 1)° période. C’est ce que nous appellerons une annuïité différée ou 
rente différée. De tels versements sont parfois nécessaires dans des opérations 
de recapitalisation ou d’achat d’entreprise de façon à ne pas créer au départ des 
problèmes de trésorerie à l’emprunteur. Nous avons ainsi le diagramme d’entrées 
et sorties tracé à la figure (3.8) 


Entrées: 


1 2 m m+l m+2 m+3 m+n-l m+n 


| | | Î Î 
Sorties: 1 1 1 1 1 


P 
| 
0 


l: 


FIGURE 3.8 — Premier cas d’annuité différée 


La valeur recherchée est désignée par P dans ce diagramme. La valeur de cette 
annuité différée à { = 0 sera 


(3.13) PV an = de 


En effet, "aa est la valeur de l’annuité simple constante de fin de période ayant 
n paiements, c’est-à-dire am , escomptée de m périodes. Le facteur d’escompte est 
v = (1+i) !. Nous obtenons donc "am. La deuxième formule &3 — arm 
pour la valeur actuelle de notre annuité différée est obtenue en considérant celle-ci 
comme une annuité ayant (m—+n) paiements à laquelle nous retirons les m premiers 
paiements de façon à ce qu’il ne nous reste plus que les n derniers paiements. Ainsi 
arr est la valeur à & — 0 de l’annuité de fin de période de (m + n) paiements et 
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nous devons soustraire 4m : la valeur à { = 0 de l’annuité de fin de période des m 
premiers paiements. 


Exemple 3.5. L'entreprise « ABC »emprunte le montant de 60 000 000 $ pour 
moderniser ses usines et elle remboursera ce prêt par 20 versements égaux à tous 
les six mois. Elle commencera ces versements deux ans après le prêt. Si le taux 
nominal d'intérêt est i2) — 12% par année capitalisé semestriellement (c’est-à- 
dire à tous les six mois), déterminons le montant de ces versements. 

Notons par R : le montant de ces versements. Nous avons tracé le diagramme 
d’entrées et sorties suivant du point de vue de l’entreprise ci-dessous. 


Entrées: 60 MI 


4 $ 6 
Î Î | Î Î Î 
Sorties: R R R R R R 


Dans ce diagramme, au lieu d’écrire 60 000 000 $, nous avons abrégé ceci en 
écrivant 60 MIS. Dans cet exemple, le taux d’intérêt par période de paiement est 
i = 12/2 = 12%/2 = 6%. Si maintenant nous considérons l’équation de valeur à 
t — 0, nous obtenons 


DES" 
60 000 000 = R Ë + | a5ù 6% 


De ceci, nous obtenons 


60 000 000 60 000 000 
— = = 6 230 292,14 $. 
(1,06) azgçx (0,839 619 283) (11,469 921 22) 


Nous aurions aussi pu procéder différemment. En effet l’équation de valeur 
peut aussi s’écrire 


60 000 000 = R (aza gx — 43 6%) : 


De cette équation, nous obtenons 


60 000 000 60 000 000 
R = — — 6 230 292,14 $. 
(aa 6x — ag6%) (12,303 378 98 — 2,673 011 949) 
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Considérons maintenant le deuxième cas. Nous voulons déterminer la valeur 
accumulée m périodes après le dernier paiement pour une annuité simple constante 
de fin de période consistant en n paiements de 1 $. Nous supposons que le montant 
accumulé au moment du dernier paiement est investi dans un placement rémunéré 
au même taux d'intérêt que l’annuité. Nous désignerons aussi ceci comme une 
annuité différée ou rente différée. Nous avons donc le diagramme suivant : 


Entrées: S 
| 
ft. 0 1 2 n-l n n+l n+2 m+n-1l m+n 
Î Î | Î 
Sorties: 1 1 1 1 


FIGURE 3.9 — Deuxième cas d’annuité différée 


La valeur recherchée est désignée par S dans ce diagramme. La valeur de l’an- 
nuité à £ = n + m sera 


(3.14) S = sa (1 +) = Sa — 5m: 


En effet, sa (1 + ti)” est la valeur accumulée de l’annuité à { = n, c’est-à-dire 
Sn multipliée m fois par le facteur d’accumulation (1 + à) correspondant au fait 
que nous voulons la valeur accumulée après m périodes. La deuxième formule 
Sr — $m Pour la valeur de notre annuité à { — n + m est obtenue en considérant 
celle-ci comme une annuité ayant (n+m) paiements à laquelle nous soustrayons les 
m derniers paiements de façon à ce qu’il nous reste que les n premiers paiements. 
La valeur de ces m derniers paiements est justement s;. 


Exemple 3.6. Cléo déposera dans un compte de banque 5 000 $ par année pour les 
20 prochaines années. Elle fait ces versements à la fin de l’année et le taux d’intérêt 
auquel ce compte est rémunéré est 8% par année. Si elle compte retirer entièrement 
le montant accumulé 5 ans après le dernier versement, quel montant retirera-t-elle ? 

Notons par S': le montant accumulé 5 ans après le dernier versement. Si nous 
considérons l’équation de valeur à { = 25, nous avons 


S = 5000 555 8x (1,08) = 5000 (45,761 964 3) (1,469 328 077) — 336 196,69 $. 
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Mais nous aurions aussi pu écrire cette équation de valeur sous la forme suivante : 


S = 5 000 (5335 8% — 538%) — 5 000 (73,105 939 95 — 5,866 600 96) 
— 336 196,69 $. 


Nous avons tracé le diagramme d’entrées et sorties ci-dessous. 


Entrées: S 
| 
——+—— 
t 0 1 s) 19 20 21 22 23 24 25 
Î | Î Î 
Sorties: 5 000 5 000 5 000 5 000 


Exemple 3.7. Adonias veut accumuler 20 000 $ en 5 ans en faisant des versements 
égaux à la fin de chaque mois pour les 3 premières années dans un compte bancaire 
rémunéré au taux nominal d’intérêt 412) — 9% par année capitalisé mensuellement 
et en laissant le montant ainsi accumulé pendant ces trois premières années dans 
ce compte pour les deux dernières années. Déterminons le montant des versements 
mensuels faits pendant les 3 premières années. Notons ce montant par À. Nous 
avons tracé le diagramme des entrées et sorties ci-dessus. 


Entrées: 20 000 
| 
+ is 
ft O0 2 35 36 37 38 59 60 
Î Î Î 
Sorties: R R R R 


Le taux d'intérêt par période est à — (12) /12 — 9%/12 = 0,75%. L'équation 
de valeur à { — 60 mois est 


0,09 \ (20) 
Reet (: + ) — 20 000. 


De ceci, nous obtenons 


20 000 20 000 
R= HI = = 406,21 $ 
83 0.75% (10075) (41,152 716 12) (1,196 413 529) 
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Mais nous aurions aussi pu écrire l’équation de valeur à { — 60 mois sous la 
forme suivante : 


R(s5ü 0,75% — 24 0,75%) — 20 000. 
De ceci, nous obtenons 


20 000 20 000 
R= _ — 406,21 $. 
(soa 00075 — 53400075) (75,424 136 93 — 26,188 470 59) 


Considérons maintenant le troisième et dernier cas. Nous voulons déterminer la 
valeur d’une annuité simple constante de fin de période consistant en n paiements 
de 1 $ au m° paiement de l’annuité, où 1 < m < n. Nous avons tracé le diagramme 
d'entrées et sorties à la figure (3.10). La valeur recherchée au m° paiement est 


Entrées: X 
| 
ft. 0 1 2  m-l m m+l m+2 n-l n 
| | Î | | Î Î Î 
Sorties: 1 1 1 1 1 1 1 1 


FIGURE 3.10 - Troisième cas d’annuité différée 


désignée par X dans ce diagramme. 
La valeur de l’annuité à { = m est 


(3.15) X=an(1+i)" =sa2 "= a+ 8m. 


En effet, am (1+4)"”" est la valeur de l’annuité à t — 0, c’est-à-dire az, multipliée m 
fois par le facteur d’accumulation (1 +) correspondant au fait que nous voulons la 
valeur accumulée après m périodes. La deuxième formule 5, "est la valeur de 
l’annuité à { — n, c’est-à-dire sa, multipliée (n — m) fois par le facteur d’escompte 
v = (1 +54) ! correspondant au fait que nous voulons la valeur escomptée de 
(n — m) périodes. La dernière expression 4; + Sr pour la valeur de l’annuité 
est obtenue en considérant celle-ci comme la somme des valeurs de deux annuités : 
la première est la valeur accumulée par les premiers m paiements, c’est-à-dire sx, 
et la deuxième est la valeur actuelle des (n — m) derniers paiements, c’est-à-dire 


(a 


n—mi 
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Dans ce qui précède, nous avons exprimé dans chacun des cas la valeur de 
l’annuité à différentes dates en utilisant des annuités simples constantes de fin de 
période, c’est-à-dire des expressions de la forme an ou sx. Mais nous aurions aussi 
pu écrire ces formules en utilisant des annuités simples constantes de début de 
période. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier ces expressions ci-dessous. 

Pour le premier cas, celui de la valeur actuelle d’une annuité simple constante 
de fin de période consistant en n paiements de 1 $ dont le début est différé de m 
périodes, c’est-à-dire le premier paiement a lieu à la fin de la (m + 1)° période. 
Cette valeur est 


. = D ml: ce . 
UV An — nn An — LV An — dnn+i nril . 


Pour le deuxième cas, celui de la valeur accumulée m périodes après le dernier 
paiement de l’annuité d’une annuité simple constante de fin de période consistant 
en n paiements de 1 $, cette valeur est 


Sn (1 + i)" — Sn SM — Sn (1 + Dee = Sri 1 ‘ 


Pour le troisième cas, celui de la valeur d’une annuité simple constante de fin de 
période consistant en n paiements de 1 $ au m° paiement de l’annuité, cette valeur 
est 


a (1 + Cd Li = d'URU— Um + Sm — () (1 ee 


n—m+l 


3.4 Rentes perpétuelles 


Une annuité pour laquelle les paiements ne s’ arrêtent jamais est appelée une an- 
nuité perpétuelle ou encore rente perpétuelle. Bien que ceci semble irréaliste, les 
dividendes sur certaines actions privilégiées sans date de rachat sont des exemples 
de rente perpétuelle. 

Nous allons maintenant déterminer la valeur actuelle d’une annuité perpétuelle 
simple constante de fin de période. Il s’agit d’une annuité dont tous les paiements 
sont de 1 $ et sont faits en fin de période. De plus la période de paiement de l’annuité 
coïncide avec la période de capitalisation de l'intérêt et le taux d’intérêt par période 
est à. Nous noterons la valeur actuelle d’une telle annuité par a ou encore par az i 


82 Mathématiques financières 


Entrées: za 


a 
| 
# 0 


mm, + 


ei pu 
mx + 
= 


Sorties: 


FIGURE 3.11 — Rente perpétuelle de fin de période 


(si nous voulons préciser i). Nous avons tracé le diagramme d’entrées et sorties à 
la figure (3.11). 

Pour déterminer as, il suffit de considérer l’équation de valeur de cette transac- 
tion à { — 0 et d’escompter tous les paiements de l’annuité à { = 0. Nous obtenons 
donc 


(oe] [ee] 
Ga = v +++. LL EN Ter DA 
k=1 k=0 


_ Es (—) ) : . 


Conséquemment la valeur actuelle de l’annuité perpétuelle simple constante de fin 
de période ci-dessus est 


1 


. 
Dans ce qui précède, nous avons utilisé le résultat suivant. 


Lemme 3.1. Si x est un nombre réel tel que —1 < x < 1, alors la série géomé- 
trique D 0 x* converge et nous obtenons 


= i 
D ee 


k=0 


Preuve. En effet, nous avons par définition que 


_ _ 1x 1 x 
De Em D Em D lim Em ï = 


n— 00 
k=0 
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parce que le fait que —-1 < x < 1 a comme conséquence que limy_,% 21 — 


0. 


Remarque 3.1. L’argument ci-dessus nous permet aussi de montrer que la série 
D x diverge si la valeur absolue Ix| de x est > 1, c’est-à-dire si x < —1 ou 
TE. 

En utilisant le lemme (3.1), nous obtenons que 5% 4 v* converge parce que 
O<v—(1+4i) ! < 1 et que cette somme est 


= 1 
D dE er 


k=0 


Ceci est le résultat utilisé pour le calcul de ass. 

L’équation (3.16) est simple à interpréter. Si nous avons initialement (1/4) dol- 
lars, alors nous aurons après un an et en tenant compte de l'intérêt : (1/i) (1+4) — 
1 + (1/1) dollars. Nous pouvons donc faire le paiement de 1 $ à la fin de la pre- 
mière période et il nous reste alors le montant initial (1/) dollars au début de la 
deuxième période. Nous sommes donc dans la même situation qu’à £ = 0. C’est 
ainsi que nous pouvons perpétuellement effectuer des versements de 1 $ à la fin de 
chacune des périodes. 


Remarque 3.2. Il est facile de vérifier que 
as = lim a. 
n— 00 
Nous laissons au lecteur le soin de vérifier ceci. 


Nous pouvons aussi déterminer la valeur actuelle d’une annuité perpétuelle 
simple constante de début de période. Il s’agit d’une annuité dont tous les paie- 
ments sont de 1 $ et sont faits en début de période. De plus la période de paiement 
de l’annuité coïncide avec la période de capitalisation de l’intérêt et le taux d’in- 
térêt par période est à. Nous noterons la valeur actuelle d’une telle annuité par à 
ou encore par sa: (si nous voulons préciser à). Nous avons tracé le diagramme 
d’entrées et sorties à la figure (3.12). 

Pour déterminer &sa, 1l suffit de considérer l’équation de valeur de cette transac- 
tion à { = 0 et d’escompter tous les paiements de l’annuité à { = 0. Nous obtenons 
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Entrées: à 
| 
ft. 0 1 2 n n+l 
| Î Î Î Î 
Sorties: Î| 1 1 1 1 


FIGURE 3.12 - Rente perpétuelle de début de période 


donc 


1 1 


1-v d’ 


O0 
dos = 1+v+u ++... Lift ENT = 
k=0 


où d est le taux d’escompte par période de paiement équivalent au taux d’intérêt 
i. Conséquemment la valeur actuelle de l’annuité perpétuelle simple constante de 
début de période ci-dessus est 


(3.17) sa = =. 
d 
Nous aurions aussi pu analyser la situation de la façon suivante. L’annuité per- 
pétuelle de début de période ci-dessus peut être considérée comme le paiement de 
1 $ immédiatement et les autres paiements comme une annuité perpétuelle de fin 
de période. En d’autres mots, 
: 1 +1 
Go = l+as=li+e= = = 


1 
ï d° 
Remarque 3.3. Il est facile de vérifier que 
sa = lim y. 
n— CO 
Nous laissons aussi au lecteur le soin de vérifier ceci. 


Remarque 3.4. Il ne peut être question de valeur accumulée pour une annuité 
perpétuelle parce qu’il n’y a pas de paiement final. Mathématiquement nous savons 
aussi que 

(1+6)7 —1 


lim sa = lim / 
n— 00 n—00 1 


car (1+i) > letlimy_,(1 +4)" = 00. 


n'existe pas, 
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Exemple 3.8. Diogène a laissé en héritage 800 000 $ dans un fonds de placement 
rémunéré au taux d’intérêt 7,5% par année. Dans ses dernières volontés, il a de- 
mandé que son fils recoive une rente consistant en 20 paiements de X dollars par 
année débutant un an après sa mort et que son organisme de charité préféré recoive 
une rente perpétuelle consistant en des paiements de Y dollars à tous les ans et pour 
toujours débutant un an après sa mort. Il a exigé aussi que ce montant de 800 000 $ 
soit partagé également entre son fils et l’organisme de charité. Déterminons X et 
y. 


Pour ce qui est du fils, nous avons le diagramme d’entrées et sorties suivant : 


Entrées: 400 000 


5 6 
D] | 
X x X X X 


xp À 


1 3 

| | 
Sorties: X X 
De l'équation de valeur à t = 0, nous obtenons 


400 000 = X a3g 75% —  X — 39 236,88 $. 


Pour ce qui est de l’organisme de charité, nous avons le diagramme d’entrées 
et sorties ci-dessus. 


Entrées: 400 000 
| 


——+—— —+———————— 
t: 0 Il 2 n n+1 
| ] ] | ] 
Sorties: Y Y Y Ÿ. 
De l’équation de valeur à { = 0, nous obtenons 
400 000 
400 000 = ŸY a57,5% — Ÿ — = 30 000 $. 
ss 7,5% 


Donc le fils de Diogène recevra 39 236,88 $ par année pendant 20 ans et l’orga- 
nisme de charité recevra 30 000 $ par année pour toujours. 
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3.5 Calcul du nombre de paiements d’une annuité 


Nous allons maintenant étudier le problème de déterminer le nombre de paie- 
ments d’une annuité simple constante si nous connaissons le taux d’intérêt, les 
versements de l’annuité et soit la valeur actuelle soit la valeur accumulée de cette 
annuité. Il nous faut développer préalablement certaines extensions des formules 
pour les valeurs actuelle et accumulée d’une annuité. 

Il est possible de définir les valeurs a, et 5,7 où n € Net 0 < k < 1. Par 
exemple, nous pouvons définir ces deux valeurs par les équations 


1—vr+k 1+aitk 27 
(3.18) ArTh = - ét Si ) ; 


i î 


Nous pouvons aussi interpréter ces formules. Notons premièrement que 
= pyr+k 1— pr Lun pyr+k 1-2 pa — ya+k 


amor [Et 
7 nl . L 


(ee à = 


U 


Rappelons que v = (1+4) !. En d’autres mots, ay peut être interprété comme la 
valeur actuelle d’une annuité simple constante de fin de période ayant n paiements 
à laquelle nous ajoutons la valeur actuelle d’un paiement de [(1 +4)* — 1]/i dollars 
fait à t = n + k. Notons que de telles annuités ne sont pas considérées en pratique. 
Ce paiement [(1 + 4)* — 1]/i au temps t = n + k est approximativement égal à k. 
En effet, si nous considérons le développement du binôme énoncé au lemme (2.1), 
nous obtenons que 


R(&— 1) 


k(k—1)(k—2) 3 
2! $ : 


k | ) + 
(1+i)=1+ki+ ai 


CHE 


et ainsi 


î î 


Or n UtED — Le 


Ceci correspond à notre intuition, c’est-à-dire a,,-7, est approximativement la va- 


leur actuelle d’une annuité de n paiements de 1 $ en fin de période et d’un dernier 
paiement de k dollars fait à la k° fraction de la (n + 1)° période. 
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Pour ce qui est de s nous avons 


(+ (+5) + (1 +i)f — 1 


n+k 


Sn+A _ i 


i 
A+ (+ (+0) —1 
i F i 
—. VE 
= (1+5)F ee — + +0 —_ (1+)fsa+ 
En d’autres mots, 5,7 peut être interprété comme la valeur accumulée au temps 
t = n + k d’une annuité de fin de période de n paiements de 1 $ à laquelle nous 
ajoutons un paiement de [(1+4)* — 1]/à dollars fait à 4 — n + k. Comme ci-dessus, 
nous avons que Sp © (1 + JF sn + k. 

Nous allons maintenant étudier le problème de déterminer le nombre de paie- 
ments d’une annuité simple constante si nous connaissons le taux d’intérêt, les ver- 
sements de l’annuité et soit la valeur actuelle ou soit la valeur accumulée de cette 
annuité en utilisant ce qui précède. 

Si la valeur actuelle de l’annuité est P, le taux d’intérêt par période de paiement 
est à et À est le montant des versements de l’annuité, nous avons le diagramme 
d'entrées et sorties suivant : 


(1 + é)* — 1 
: 


Entrées: P 


ft. O0 


2 n-1l 


— x + 


R 


7— = + 
7— D + 


Sorties: 


De l'équation de valeur à t = 0, nous obtenons P = R a%;. Ici P, Reti 
sont connus et il nous faut déterminer n. Il n’est pas toujours possible de trouver 
un entier n € N qui fasse en sorte que l’équation soit résolue. En effet, si nous 
substituons l’expression pour am ; obtenue à l’équation (3.1), alors 


1-1" P P 


U 


et ainsi 
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Mais cette dernière expression n’est pas nécessairement un entier. 

Il est cependant possible de trouver un nombre réel n + k avec n € Net 
0 <k < Itel que P — Ra; En effet, nous procédons comme ci-dessus avec 
A à AU lieu de an ;. Nous avons donc 


1— vit LE {2 
PE Ragga R(=E—) A pi i(S) 


et finalement 
“p-(®) 
n|l—-i| — 
k £ ; 


L In(v) 
Si nous notons par 6 : le taux instantané de l’intérêt constant par période de paie- 
ment de l’annuité équivalent au taux d’intérêt à, c’est-à-dire eŸ — (1 + i) ou encore 
Ô — In(1 +4), alors nous pouvons récrire ce qui précède de la façon suivante : 


n + 


R—iP 
| R Le 
—n(i+i ô 


(3.19) (n + &k) = 


Ainsi la solution sera de verser n paiements de À dollars à la fin de chacune des 
périodes et de terminer par un dernier paiement, c’est-à-dire un (n + 1)° paiement 


au montant de 
r [ED 


U 


dollars au temps { — n + k, c’est-à-dire à la fraction k° de la (n + 1) ième période. 
Nous voyons donc qu'avec cette solution, le dernier paiement, le (n + 1)°, n’est 
pas égal aux n précédents paiements et est fait non pas à la fin de la période, mais 
à la k° fraction de la (n + 1)° période. Il y a deux façons dans la pratique d’éviter 
cette aberration. La première façon est de faire en sorte que le n° paiement soit 
plus grand que le paiement régulier de R dollars, ce paiement est donc gonflé et 
la seconde façon est de faire un (n + 1)° paiement à t — n + 1 plus petit que le 
paiement régulier de À dollars, ce paiement est réduit. Nous allons illustrer ceci 
dans deux exemples. 


Exemple 3.9. Un investissement de 80 000 $ doit être utilisé pour faire des paie- 
ments de 5 000 $ à tous les six mois aussi longtemps que possible. Ce placement 
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est rémunéré au taux nominal d'intérêt i2) = 12% par année capitalisé à tous les 
semestres et les paiements sont faits à la fin des périodes de six mois. Déterminons 
premièrement (n + k) avec n € Net 0 < k < 1 tels que l’annuité consistera en 
n paiements de 5 000 $ et d’un (n + 1)° paiement à la fraction k° de la (n + 1)° 


période au montant de 
k 
1 + _ 1 
2 


@ 


dollars. Ici le taux d’intérêt par période de paiement est à — (2) /2 — 12%/2 = 6%. 
Nous avons donc 


5 000 


1—(1- 0.06 —(n+k) 
80 000 = 5 000 ap 6x — 5 000 | = 06 


et alors nous obtenons 


80 000 
1— (1+0,06) (TH) = Ron (0:06) = 0,96. 


Conséquemment 
1 — 0,96 = 0,04 = (1,06) (7+#) = In(0,04) = —(n + k) In(1,06). 


Nous obtenons ainsi 
In(0,04) 
Lk) = ? = 55,242 = — 55 et k — 0,242. 
HR = EE 06) D: 


Nous aurions donc 55 paiements de 5 000 $ et un dernier paiement de 


(1 + 0,06)02#2 — 1 
0,06 


5 000 — 1182,13$ 


qui aurait lieu 44 jours après de dernier paiement de 5 000 $. 44 jours est la fraction 

0,242 de six mois. En effet, 0,242 de six mois est égal à 0,242 (365/2) = 44,165. 
Étudions maintenant le cas où le dernier paiement est gonflé. Par ce qui précède, 

nous avons vu que n + k — 55,242. Donc nous aurons 55 paiements dont les 


90 Mathématiques financières 


Entrées: 80 000 
| 


es 2 53 54 55 
Î ] 
Sorties: 5 000 5000 5000 5000 x 


54 premiers seront de 5 000 $ et le 55° sera de X dollars, où X est le montant 
gonflé. Nous avons tracé le diagramme d’entrées et sorties précédent. 
Ici l’échelle de temps est en période de six mois. L’équation de valeur à £ = 0 
sera 
80 000 = 5 000 a5 6%, + X(1 + 0,06). 


De ceci, nous obtenons que 
80 000 — 79 749,88 + (0,040 567 422)X —=  X —6165,59$. 


Dans cette situation, il y aura 55 paiements : les 54 premiers au montant de 5 000 $ 
et un 55° au montant de 6 165,59 $ 

Étudions finalement le cas où le dernier paiement est réduit. Par ce qui précède, 
nous aurons 56 paiements : les 55 premiers au montant de 5 000 $ et un dernier 
au montant de Y dollars fait six mois après le 55° paiement. Nous avons tracé le 
diagramme d’entrées et sorties suivant. 


Entrées: 80 000 
| 


t(6m): 0 l 2 54 55 56 


| | | | Î 
Sorties: 5 000 5 000 5 000 5 000 Y 


Ici l’échelle de temps est en période de six mois. L’équation de valeur à £ = 0 
sera 
80 000 = 5 000 az gg, + Y (1 + 0,06)7%6. 


De ceci, nous obtenons que 
80 000 = 79 952,71 + (0,038 271 153)Y  —  Y — 1 235,53 $. 


Dans cette situation, il y aura 55 paiements de 5 000 $ et un dernier paiement au 
montant de 1 235,53 $ fait six mois après le 55° paiement de 5 000 $. 
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Nous avons le même genre d'exemples mais avec les valeurs accumulées plutôt 
que les valeurs actuelles. 


Exemple 3.10. Anatole veut accumuler 10 000 $ dans un compte de banque ré- 
munéré au taux nominal d'intérêt 4112) = 6% par année capitalisé mensuellement 
en versant 250 $ à la fin de chaque mois. Déterminons premièrement (n + k) avec 
neNet0 < k < 1 tels que l’annuité consistera en n paiements de 250 $ et d’un 


paiement de 
(1 + 5)$ — 


250 | 


à la fraction k° du (n+1)° mois. Ici 4 est le taux d’intérêt pour un mois, c’est-à-dire 
à = 102) /19 = 6%/12 = 0,5%. Nous avons donc 


10 000 = 25057 0.005 — 250 


(1+0,005)(m+k) _ 1 
0,005 


et alors nous obtenons 


10 000 
(1+0,005)(7TH) 1 = so (0005) = 0,2 et (n+k) In(1,005) = In(1,2). 
Conséquemment 
In(1,2) 


= 36,555 —= n—36etk = 0,555. 


MH) = LE T.005 

Ainsi il faudra faire 36 paiements de 250 $ à la fin de chaque mois et un paiement 

de 

(1,005)0:555 — 1 
0,005 


16 jours après le dernier paiement de 250 $. Ici 16,65 = (0,555) x 30. 
Considérons maintenant le cas où le dernier paiement est gonflé. De ce qui 
précède, nous aurons 36 versements, les 35 premiers seront au montant de 250 $ et 
le 36° versement sera de X dollars. Nous avons tracé le diagramme des entrées et 
sorties ci-dessous. 
Ici l’échelle de temps est en mois et X est le montant gonflé que nous devrons 
retirer. L’équation de valeur à { = 36 mois sera 


250 | | — 138,60 $ 


10 000 = 250333 0,5% + X- 
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Entrées: 10 000 
| 
t (mois): 0 1 2 34 35 + 
Î Î Î Î 
Sorties: 250 250 250 250 X 


Donc X = 10 000 250833 0,005 — 10 000 — 9 584,03 — 415,97 $. II faudra donc 
faire 35 versements de 250 $ à tous les mois et un dernier versement de 415,97 $ 
un mois après le dernier versement de 250 $. 

Considérons maintenant le cas où le dernier versement est réduit. Nous aurons 
donc 37 paiements, les 36 premiers seront au montant de 250 $ et le 37° sera au 
montant de Y. Nous aurons tracé donc le diagramme d’entrées et sorties ci-dessous. 


Entrées: 10 000 
| 

t (mois): 0 1 î ce À + 

Sorties: 250 250 250 250 Y 


Ici l’échelle de temps est en mois et Y est le versement réduit qu’il faut faire 
comme 37° versement. L’équation de valeur à { = 37 mois sera 


10 000 = 250833 0,5% + Ÿ- 


Donc Y = 10 000 — 250333 0,5% — 10 000 — 9 883,20 = 116,80 $. 


Remarque 3.5. Il est parfois impossible de faire l’une ou l’autre des possibilités 
ci-dessus, à savoir un paiement gonflé ou un paiement réduit. Par exemple, dans une 
situation analogue à celle de l’exemple (3.10), nous pourrions ne pas pouvoir faire 
la situation d’un paiement réduit tout simplement parce que le dernier paiement 
régulier ferait en sorte qu’à la fin de la période de paiement suivante, nous aurions 
plus que le montant nécessaire à accumuler, c’est-à-dire que le montant réduit Y 
serait négatif et ceci est absurde. 
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3.6 Calcul du taux d’intérêt 


Un autre aspect important est de déterminer le taux d’intérêt à par période de 
paiement de l’annuité si nous connaissons la valeur actuelle ou encore la valeur 
accumulée, les paiements et le nombre de paiements d’une annuité. 

Ainsi si nous connaissons la valeur actuelle, le montant et le nombre de paie- 
ments, alors nous avons une équation de la forme : 


L=Ran;=R(v+v?+...411) 


dans laquelle Z, R et n sont connus et v — (1 + i) ! est inconnu. Lorsque n 
est petit, il est alors possible de résoudre et d’obtenir 7 comme un zéro de cette 
équation. Une fois v connu, il est alors facile de calculer à parce que v = (1+i) !. 
Cette méthode n’est valable que si n est petit. Il est possible de vérifier qu'ici il 
n’y à qu’un seul zéro positif. Nous allons maintenant décrire une autre méthode 
numérique, celle de Newton-Raphson. 

Considérons donc la situation d’un prêt au montant de ZL dollars qui sera rem- 
boursé par n paiements au montant de À dollars. Notons par i, le taux d’intérêt par 
période de paiement. Nous avons donc le diagramme d’entrées et sorties ci-dessous. 


f: 2 n-1l 


- n 
Î | 
R R 


— | 


2 
] 
R 


sn 


Sorties: 


L’échelle de temps est en périodes de paiement. Les paiements sont faits en fin 
de période. Nous avons donc l’équation de valeur à { = 0 suivante : 


L= Ron: R| =r| =) 


Ü U 


Il nous faut donc déterminer à tel que 


1-(1+i)* L 


(3.20) : R 
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Nous avons donc à résoudre une équation de la forme f(x) = 0 pour laquelle f(x) 
est une fonction ayant une dérivée continue pour tout x > 0. Ici 


1—-(1+x)* LL 


= FL 


(3.21) f(x) = 


et nous voulons ainsi déterminer un zéro de f. Nous avons déjà vu une méthode 
pour un tel problème : la méthode de bissection. Nous allons plutôt décrire la mé- 
thode de Newton-Raphson. Dans cette méthode, nous débutons l’algorithme avec 
une valeur x, près du zéro recherché et ensuite nous construisons récursivement 


une suite : 71,%2,...,%, en utilisant la règle : 
z : 
G.22) muse) (sif{x) 40) 
J'(xs) 


Nous pouvons illustrer cette règle graphiquement. 


Droite tangente au graphe de {x) 
passant par le point (x ,/{x)) 


Graphe de fx) 


Droite tangente au graphe de f(x) 
passant par le point (x, ,/(x0)) 


FIGURE 3.13 — Algorithme de Newton-Raphson 
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Dans la figure (3.13), nous avons pris f(x) = x? — 1. La règle récursive de la 
méthode de Newton-Raphson dans ce cas est 


fou (xs) Le LE 
s+1 S f(x) S 274 ë 


Si nous débutons zo — 2+ 3, nous obtenons successivement 1 = 2 et 22 = 1.25. 
La valeur x, est l’abscisse du point d’intersection de la droite tangente au graphe 
de f(x) et passant par (x,, f(x.)) avec l’axe des x. En effet, la droite tangente 
au graphe de f(x) et passant par (x,, f(x,)) a comme équation y — f(xs) = 
f'(xs) (x — x). Si nous déterminons le point d’intersection de cette droite avec 
l’axe des x, nous avons y — 0 au point d’intersection et l’équation 0 — f(x;) = 
f'(xs) (x — xs) nous permet d'obtenir que ce point d’intersection est 


(ar dE, 0). 


Les valeurs x = 2 et x2 = 1.25 de la figure (3.13) illustrent ce processus. 
La méthode de Newton-Raphson ne peut pas toujours être utilisée. Il faut par 
exemple que f’(x,) soit différent de 0. De plus il pourrait arriver que la valeur 


__—. J(xs) 
: J'(œs) 


n’appartienne pas au domaine de f(x). Il est aussi possible que la suite xo, x1, 
T2,...,Ts,... he COnVerge pas vers un nombre réel. Nous avons illustré un tel 
comportement ci-dessous. 


Exemple 3.11. Si nous considérons la méthode de Newton-Raphson pour la fonc- 
tion f(x) = x° — 5x et que nous débutons la méthode avec x0 = 1, alors la règle 
récursive est 

CIE x — 5 

PE) 7. 322 —5 


Ls+1 — Ls 


Nous pouvons illustrer graphiquement cette règle ci-dessous. 
La suite Zo,t1,...,2%,,... obtenue est 1, —1,1,—1,...etelle ne converge pas. 
De plus ces valeurs sont très loin des zéros de f(x) qui sont 0, V5 et —15. 
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Droite tangente au 
graphe de /(x) passant ;, 
par (x1, fx) 


Graphe de f(x) 


X = X3 = … 


Droite tangente au 
graphe de f(x) passant 
par (x0, /)) —10 


FIGURE 3.14 - Comportement non désiré 


Il est possible de donner des conditions suffisantes pour lesquelles la méthode 
de Newton-Raphson converge vers un zéro. Nous n’énoncerons pas de telles condi- 
tions dans ce livre. Nous utiliserons une approche plus pragmatique. Nous utilise- 
rons la méthode et, en considérant les premières valeurs de la suite z0,t1,...,%s,... 
obtenue, nous pourrons déterminer si celles-ci semblent converger et, en évaluant 
les valeurs de f à ces premières valeurs, aussi dire si cette approximation est pres- 
qu’un Zéro. 


Si nous revenons à l’équation (3.20) 


(rie 


up 
î 0 


F(i) = 


et que nous utilisons la méthode de Newton-Raphson, alors en dérivant f par rap- 
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port à 4, nous obtenons 


—(-n 7 h-(-(+i" 
foi SERRE) i A-G+i)) 


ni(i+i) t+(+i)r-1 
= 
t 


La règle récursive de la méthode de Newton-Raphson devient ainsi 


5 _. FUs) =; (= (1442907) CLP) 
HS pt) * nsG+é)r1+(+i) 1/2) 
(1—(1+é) ")i-(L/R) à 
nisl+i) T4 (+) 21 

(1—(1+is) " — (L/R) is) 
(A—(1+i) "ni (1+is) 71) 


Pour compléter la méthode de Newton-Raphson, il est nécessaire de débuter 
avec une valeur initiale , de préférence près du zéro recherché. Il est donc néces- 
saire de déterminer une valeur approchée du taux d’intérêt recherché. Nous allons 
présenter deux approches pour obtenir une valeur initiale io : une première justifi- 
cation heuristique qui nous permet de calculer celle-ci en imposant de deux réduc- 
tions au problème et une seconde justification plus mathématique utilisant la série 
binomiale. 

Pour l’approche heuristique, nous pourrions remplacer les n sorties au montant 
de R dollars par une seule au montant de n R dollars faite au moment de l’échéance 
moyenne de ces n versements. Cependant pour calculer l’échéance moyenne, il 
nous faut le taux d’intérêt et c’est ce que nous cherchons justement. Nous allons 
donc remplacer les n sorties au montant de À dollars par une seule au montant 
de nR dollars fait au moment de l’échéance moyenne approchée de ces n ver- 
sements. Ceci est notre première réduction. Nous aurons alors un flux financier 
approximativement équivalent à celui de notre situation : une entrée de L dollars 
au temps { = 0 et une seule sortie de nR dollars à l’échéance moyenne approchée. 
L’échéance moyenne approchée des n sorties de R dollars est 


R+2R+3R+...+(n—-1)R+nR 1+2+3+...+(n—-1)+n 
nR … n 
1 (00) °n+ril 


n 2 2 


= ÿ 


= is |1 + 
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Nous avons ainsi le flux financier avec une seule entrée de Z dollars au temps t = 0 
et une seule sortie de n A dollars au temps t = (n + 1)/2. Notre seconde réduction 
est de supposer que l'intérêt est simple au lieu d’être composé. Notons ce taux 
simple par j. Nous obtenons en considérant la fonction d’accumulation. 


n+1. ._ 2(nR-—L) 
2 j) 7 ET (md) 


nR=L(1+ 


et c’est cette dernière valeur j que nous utilisons pour initier l’algorithme de Newton- 
Raphson io. 

Pour l’approche plus mathématique, rappelons que nous avons présenté au 
lemme 2.1 du chapitre 2 la série binomiale, à savoir que si a,x € Ret|x| < 1, 
alors nous avons 


a a(a — 1) a(a — 1)(a —2) 
DESERT a? + à a +... 
— 1)...(a— 1 
pee ) le De pen. 


Nous pouvons utiliser ceci. Notre premier réflexe est de considérer 


1-: (: pons  ONer te, …) 


1! 2! 


1—-(1+i) ? 
ems= | e ) 


n(n +1) 


nn + Dm +2). 
3! ji 


2! 


et d’utiliser une somme partielle de cette série comme approximation de a, de 
substituer cette approximation de a ; dans l’équation 


L 
Ami 
R 
et finalement d’obtenir une valeur initiale à en solutionnant pour à. Cependant si 
nous procédons ainsi la valeur obtenue n’est pas une bonne approximation du zéro 


recherché tout simplement par ce que la série obtenue 


Gni = N 


n(n+1). n(n+i)(n +2). = n+k\. 
CAR ENS PER 
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converge très lentement. Ici 


q 
désigne le coefficient du binôme, c’est-à-dire 


()-E p(p=1)::(p-a+1) 


q 


p—g}l  g(a—1)--- (2) (1) 


Conséquemment les sommes partielles de cette série ne peuvent pas servir de bonnes 
approximations pOur G i. 
Il est cependant aussi possible de considérer 


1 î AGENT 
ami Ll—(1+i nr (1+ir-1 
. i(1+4)" 
Déni (je (oise) 21 
(1+i) 


= k=—0 
n—1 
> 
rs k+1 
_ 1 Ë (n+1), nl G@—Dn(n+1) 3. 
De #09 ‘9 24 Doi 


Cette dernière série converge plus rapidement que la précédente et ses sommes 
partielles sont ainsi de meilleures approximations de 


Nous obtenons ainsi que 


(3.23) R — + 
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En substituant ceci, nous avons 


L 1 R Ra. Gr 


R Aa i L L On 2n 


An i — 


et nous obtenons facilement de cette dernière équation 


 2n{(R/L) — (1/n)] _ 2(nR — L) 


TT — 


(n +1) (n+1)L 
Une bonne approximation du taux recherché est donc 


2(nR — L) 
(n +1)L 


10 — 
et c’est avec ce nombre qu’il convient de débuter la méthode de Newton-Raphson. 
En résumé, nous calculons au moyen de la règle récursive 


(1 LL (1 de is) ? . (L/R) is) 


OS FA Ori) to 


et en débutant avec 


2(nR — L) 


une suite to, 1, 42, … %,, .… et nous Continuons jusqu’à ce que ces valeurs convergent 
avec la précision désirée. Nous allons maintenant illustrer cette méthode dans un 
exemple. 


Exemple 3.12. Dans un prêt de 175 575 $, l’emprunteur s’engage à verser 10 000 $ 
à tous les six mois pendant 15 ans. Le premier versement aura lieu six mois après 
le prêt. Déterminons le taux nominal d’intérêt (2) par année de ce prêt. Notons par 
i = i0) /2 : le taux d’intérêt par semestre. L’équation de valeur à £ — 0 de cette 
transaction est 

10 00043 ; = 175 575. 


Si nous utilisons la méthode de Newton-Raphson, notre valeur initiale io sera 


2 [(30) (10 000) — (175 575)] 


_ — 0,045 720 7. 
2 (30 + 1) (175 575) 
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La règle récursive est 


(—(1+4) 30 — (175 575/10 000)i;) 
A—(1+i)730 — 301 +3) 31) 


Nous obtenons ainsi le tableau (3.1) dans lequel f(x) désigne la fonction f(x) — 
a3g x — (175 575/10 000) . Comme nous voulons le taux nominal iQ) = 95, alors 
ce taux 40) est approximativement 2) & 7.75%. En effet i3 x 2 = 7,750 02%. 


7 Te) 
0,045 720 7 | -1,405 832 
0,038 2889 | 0,099 527 
0,038 748 2 | 0,000 416 
0,038 750 1 | 0,000 008 


is = à |[1+ 


SIND) Ou 


Tableau 3.1 - Méthode de Newton-Raphson 


Considérons la situation dans laquelle nous voulons accumuler un montant de 
F dollars en faisant n paiements au montant de À dollars. Ceux-ci sont faits en 
fin de période. Notons par à : le taux d’intérêt par période de paiement nécessaire 
pour accumuler ce montant F. Ainsi nous connaissons F, À, n et nous cherchons 
à déterminer ?. Nous avons tracé le diagramme d’entrées et sorties ci-dessous. 

L’échelle de temps est en périodes de paiement. L’équation de valeur àt = n 


G+i 1 


U 


Il nous faut donc déterminer à tel que 


+1 F 


3.26 = (. 
( ) i R 
Entrées: F 
| 
ft 0 1 2 n-2 n-]1l n 
Î Î Î Î 
Sorties: R R R R R 
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Une façon de faire est d’utiliser la méthode de Newton-Raphson pour la fonction 


RS à 
jQ=— _ 


Alors en dérivant f par rapport à 4, nous obtenons 


_n(1+ ii — ((1 + ir — 1) 


1: 

Par la méthode de Newton-Raphson, nous obtenons 
te Un) 2 (A+ is)" —1]/is) — (F/R) 
Âs41 = Ÿs î 


PGI) QaQ TG +) — DIE 
8 [CL + (LE _ 1] —Nis (1 + és)? 1 


+ (+is)" —1— (F/R) is | 


(A+) 1-ni (+) 


Cette dernière formule nous donne donc la règle récursive. Pour pouvoir débuter 
la méthode de Newton-Raphson, il nous est nécessaire de rechercher une valeur 
initiale 4, près du taux d’intérêt à recherché. Nous pouvons procéder comme dans 
la situation précédente. 


Nous avons 
| | ; n=1,,n-1, m=Dr(m#1)s... 
Sa i A à n 2 12 24 


en utilisant la série calculée pour 1/ax;. Nous avons donc que 


RE UE 
& 1. 


SA i n 2n 
Comme nous voulons que 
_ 1 R ns 1 (n—-1). R 
nu ==, ir 
ns 2 Sni n 2n F° 


nous obtenons que 


 2n(/n) — (R/F) _ 2(F —nR) 


(n—1) __(n=DrF 


TT 
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Donc nous pouvons prendre comme valeur initiale pour la méthode de Newton- 
Raphson, 


..  2(F -nR) 
0 = ——— 


Qn—-1)F. 
En résumé, nous utilisons la règle récursive 


(+is)"—-1—-(F/R)is 


3.27 eu = à [14 
GP He Tri 1 na (+) 


en débutant avec la valeur initiale 


2(F -nR) 


(3.28) 10 = ÉD 


Nous allons maintenant illustrer ceci dans un exemple. 


Exemple 3.13. Anatole veut accumuler 12 000 $ en faisant des versements men- 

suels de 300 $ pendant 3 ans. Les versements sont faits à la fin de chaque mois, le 

premier étant versé dans un mois. Déterminons quel doit être le taux nominal d’in- 

térêt :(12) par année capitalisé mensuellement nécessaire pour qu’Anatole puisse 

économiser le montant voulu. Notons par à = i(2) /12 : le taux d’intérêt par mois. 
Nous avons l’équation de valeur à { — 36 mois : 


30083a ; — 12 000. 


Nous pouvons utiliser la méthode de Newton-Raphson. La valeur initiale de la mé- 
thode io est 
. 2(12000 — 36(300)) 
10 —= 
07 (36 —1)(12000) 


= 0,005 7143. 
La règle récursive est 


(1+5,)%6 — 1 — (12 000/300) 5, 
(1+5,)36 — 1 — 36 5, (1 + ,)5 


isir = is [14 


Nous obtenons ainsi le tableau (3.2) dans lequel f(x) désigne la fonction f(x) — 
sx  — (12 000/300). Comme nous voulons le taux nominal 412) = 124, alors le 
taux nominal recherché est 412) & 7,116 5% = 12(0, 593 04%). 
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| $ is (is) 
| 0 | 0,005 7143 | -0,155 441 
| 1 | 0,005 9303 | 0,000 39 
EE 
E 


0,005 930 4 | 0,000 03 
0,005 930 4 | 0,000 03 


Tableau 3.2 - Méthode de Newton-Raphson 


Exercices résolus 


Exercice 3.1. Un prêt de 25 000 $ doit être remboursé par 16 paiements. Ces paie- 
ments sont faits à tous les 3 mois, le premier paiement étant versé 3 mois après le 
prêt. Les huits premiers paiements sont de X dollars et les 8 derniers paiements 
sont de 1,2XK dollars. Déterminer Æ si le taux nominal d'intérêt est 414) = 10% par 
année capitalisé à tous les trimestres. 


Exercice 3.2. (f) Trois options sont considérées pour le remboursement d’un prêt 
au montant de Z dollars. Pour chacune des options, il y aura 20 paiements annuels 
et le premier paiement est fait une année après le prêt. Dans la première option, les 
10 premiers paiements seront de X dollars et les 10 derniers seront de 1,5 X dollars. 
Dans la deuxième option, les 20 paiements seront de Y dollars. Dans la troisième 
option, les 10 premiers paiements seront de 1,57 dollars et les 10 derniers seront 
de Z dollars. Montrer que 

pi! 5! 

12 SN 1 : 
Exercice 3.3. Un prêt de 25 000 $ est fait avec l'intérêt au taux nominal 4(12) = 
15% par année capitalisé à tous les mois. Le prêt est remboursé par 48 paiements 
mensuels de 698,58 $ s’échelonnant sur 49 mois, débutant un mois après le prêt et 
tel qu’il y a un paiement à la fin de chaque mois sauf pour un mois. Déterminer 
pour quel mois il n’y a pas eu de paiement. 


Exercice 3.4. Un prêt de 15 000 $ peut être remboursé par des paiements de 
394,00 $ à la fin de chaque trimestre pour n années (il y aura An paiements), débu- 
tant trois mois après le prêt. Le taux nominal d’intérêt pour ce prêt est 1) par année 
capitalisé à tous les trimestres. Au même taux d’intérêt, An paiements trimestriels 
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de 339,97 $ valent 25 000 $ trois mois après le dernier paiement. Déterminer it), 


ainsi que n. 


Exercice 3.5. Adonias a fait un prêt avec la banque de 150 000 $. Il remboursera 
ce prêt en faisant des versements égaux à tous les trimestres pour les prochaines dix 
années. Il fera ces versements à la fin de chaque trimestre et le premier versement 
aura lieu trois mois après le prêt. Le taux d’intérêt pour ce prêt est le taux nominal 
14) = 12% par année capitalisé à tous les trois mois. 


1. Déterminer le montant versé à la fin de chaque trimestre par Adonias à sa 
banque et le total de ses versements. 


2. Si, au lieu de rembourser son prêt par des versements égaux, il remboursait 
le principal et les intérêts dans un seul paiement à la fin des dix années, 
comparer ce paiement avec le total des versements obtenu en 1. 


3. Si à la fin de la sixième année, il veut rembourser plus rapidement son prêt en 
faisant toujours des paiements égaux à la fin de chaque trimestre. Déterminer 
son versement trimestriel s’il veut rembourser son prêt à la fin de la huitième 
année. 


4. S’il n’a pu faire son huitième paiement trimestriel et la banque lui offre deux 
choix après avoir renégocié, soit d’augmenter son versement trimestriel ou 
soit de faire un versement supplémentaire au trimestre suivant la dixième 
année. Dans tous les cas, le taux d’intérêt sera toujours i(1 — 12% par an- 
née capitalisé trimestriellement et les versements seront égaux. Déterminer le 
montant des versements trimestriels après le huitième trimestre pour chacune 
de ces options. 


Exercice 3.6. (f) Diogène laisse en héritage 1 000 000 $ dans un fonds de pla- 
cement à être versé à ses deux organismes de charité préférés au moyen de rentes 
perpétuelles. Il veut verser un montant X pour le premier organisme à tous les ans 
pour toujours commençant six mois après sa mort et il veut verser le montant Y 
pour le second organisme à tous les ans pour toujours commençant un an après 
sa mort. Si le taux d'intérêt est le taux nominal 42) = 10% par année capitalisé 
à tous les six mois, déterminer les montants versés X et Ÿ si parmi ses dernières 
volontées il voulait que son 1 000 000 $ soit : 


1. partager également entre les deux organismes ; 


2. partager deux tiers au premier organisme et un tiers au second ; 
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3. partager un tiers au premier organisme et deux tiers au second. 


Exercice 3.7. Depuis le premier janvier 2000, Cléo fait des versements de 100 $ à la 
fin de chaque mois. À partir du premier janvier 2005, elle augmente son versement 
à 150 $ par mois. Ces versements sont faits dans un compte rémunéré au taux 
nominal d'intérêt à(12) — 9% par année capitalisé à tous les mois. 


1. Déterminer le montant accumulé dans le compte au premier janvier 2010. 


2. Si Cléo cesse de faire des versements à partir du premier janvier 2011, mais 
laisse le montant accumulé à cette date dans le compte, quel sera le montant 
accumulé dans le compte au premier juin 2014 ? 


3. Si Cléo cesse de faire des versements pendant l’an 2011, mais recommence à 
faire des versements de 200 $ en janvier 2012, quel sera le montant accumulé 
le premier juin 2014 ? 


Exercice 3.8. Une compagnie de placement offre un contrat de capitalisation dans 
lequel le client paie une prime annuelle de 1 600,00 $ pendant 25 ans et, en re- 
tour, il recevra un an après le paiement de la vingt-cinquième prime le montant 
de 170 000 $. La compagnie de placement a déterminé que ses frais administratifs 
sont de 20 % de la première prime et ensuite de 10 % pour les autres primes et que 
ses frais se produisent au moment où les primes sont payées. La compagnie de pla- 
cement anticipe d’investir la prime moins les frais administratifs à un taux effectif 
annuel de 12,5 % par année. Déterminer le profit de la compagnie après qu’elle ait 
versée le 170 000 $ à son client. 


Exercice 3.9. (f) Un prêt au montant de L, dollars doit être remboursé en faisant 2n 
paiements de À dollars à la fin des 2n périodes de paiement. Notons par à : le taux 
d'intérêt par période de paiement. Le même prêt peut être remboursé en faisant 
n paiements de À’ dollars à la fin de n périodes de paiement et de même durée 
que celles correspondant au prêt avec 2n paiements. Le taux d’intérêt pour chaque 
période de paiement est aussi à dans ce deuxième cas. Indiquer si R/ est plus grand, 
égale ou plus petit que 2R. 


Exercice 3.10. Bobby a emprunté 100 000 $ à la banque au taux nominal d'intérêt 
i02) = 6% par année capitalisé à tous les mois. Il remboursera ce prêt en faisant 
des versements à la fin de chaque mois pendant 10 ans. 


1. Si les 40 premiers versements sont au montant de À dollars, les 40 verse- 
ments suivants sont au montant de 1,1R dollars et les 40 derniers versements 
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sont au montant de 1,2 À dollars. Déterminer À ainsi que l’intérêt total versé 
par Bobby à la banque. 


2. Siles 120 versements sont égaux et au montant de R/ et qu’au 60° versement, 
Bobby veut complètement rembourser son prêt. Déterminer le montant X 
qu’il devra verser en plus de R/ pour s’acquitter de sa dette. 


Exercice 3.11. Cléo veut accumuler 50 000 $ dans un compte en faisant des verse- 
ments à la fin de chaque trimestre. 


1. Si le taux d’intérêt pour ce compte est le taux nominal 1 = 8% par année 
capitalisé à tous les trimestres et que les versements sont de 2 300 $ sauf 
le dernier qui est un versement gonflé (celui-ci est moins que le double des 
versements réguliers), alors déterminer le nombre de versements ainsi que le 
montant du dernier versement. 


2. Si le taux d’intérêt pour ce compte est le taux nominal d’intérêt i(4) — 10% 
par année capitalisé à tous les trimestres, que Cléo veut accumuler le 50 000 $ 
à la fin de la 5° année et que les versements sont égaux, alors déterminer le 
montant de chacun de ces versements trimestriels. 


3. Si, avec ce 50 000 $ accumulé dans le compte rémunéré au taux nominal 
d'intérêt i(® — 8% par année capitalisé à tous les trimestres, Cléo décidait 
de faire 20 retraits de R dollars à tous les trois mois, le premier retrait ayant 
lieu un an après avoir accumulé le 50 000 $, déterminer À. 


Exercice 3.12. Une entreprise emprunte 1 000 000 $ à la banque. Le taux d’intérêt 
de ce prêt est le taux nominal (4) = 8% par année capitalisé à tous les trimestres. 


1. Si l’entreprise rembourse ce prêt en faisant 40 paiements trimestriels (c’est-à- 
dire à tous les trois mois), le premier paiement ayant lieu 2 ans après le prêt, 
que les douze premiers paiements sont au montant de À dollars, les seize 
paiements suivants sont au montant de 0,92 dollars et les douze derniers au 
montant de 1,1R dollars, alors déterminer À ainsi que l’intérêt total versé à 
la banque. 


2. Si plutôt l’entreprise rembourse ce prêt en faisant un premier paiement de 
400 000 $ quatre ans après le prêt et un second paiement de 1 445 508 $ plus 
tard. Déterminer à quel moment ce second paiement doit être fait. 
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Exercice 3.13. Albert a hérité de 100 000 $ qu’il a investi dans un placement. 


1. Si ce placement est rémunéré au taux nominal d’intérêt 412) — 9% par année 
capitalisé mensuellement, qu’ Albert fait des retraits de 1 500 $ à chaque mois 
de ce placement sauf le dernier retrait qui lui sera un retrait réduit (c’est-à- 
dire moins que 1 500 $), qu’il fait ces retraits jusqu’à l’épuisement de son 
placement et que son premier retrait est fait immédiatement, alors déterminer 
le nombre de retraits ainsi que le montant du dernier retrait, celui qui est 


réduit. 


2. Si le taux d'intérêt pour ce placement est le taux nominal d’intérêt 0) = 
10% par année capitalisé à tous les semestres (c’est-à-dire tous les six mois), 
qu’ Albert fait 10 retraits de R dollars, un par semestre, le premier retrait 


ayant lieu un an après avoir hérité, alors déterminer 2. 


3. Si, avec ces 100 000 $, il s’achetait une rente perpétuelle consistant en des 
versements de 1 900 $ à tous les trois mois pour toujours, le premier ayant 
lieu immédiatement, alors déterminer le taux nominal d’intérêt à(4) par année 


de cette transaction. 


Exercice 3.14. Cléo a fait un prêt avec la banque pour démarrer sa propre entre- 
prise. Elle rembourse son prêt en faisant 32 paiements trimestrielles de 2 500 $, le 
premier paiement étant fait trois mois après le prêt. Le taux d’intérêt pour ce prêt 


est le taux nominal (4) = 10% par année capitalisé à tous les trois mois. 


1. Déterminer le montant que la banque a prêté à Cléo. 


2. Si après avoir fait son douzième paiement, Cléo renégocie son prêt avec la 
banque de façon à n’avoir plus qu’un seul paiement à faire cinq ans plus 
tard, déterminer ce dernier paiement. Le taux d’intérêt pour ces cinq années 
est toujours le taux nominal (4) — 10% par année capitalisé à tous les trois 


mois. 


3. Si au lieu de faire 32 paiements trimestrielles de 2 500 $ pour une somme to- 
tale de 80 000 $ comme ci-dessus, Cléo faisait un seul paiement de 80 000 $, 
à quel moment doit-elle faire ce paiement pour rembourser son prêt ? Le taux 
d'intérêt est toujours le taux nominal i® = 10% par année capitalisé à tous 


les trois mois. 


Exercice 3.15. Une petite entreprise a emprunté 500 000 $ à la banque pour l’achat 
d’une pièce d'équipement pour son usine. Le taux d’intérêt de ce prêt est le taux 


nominal (2) = 9% par année capitalisé à tous les six mois. 
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1. Si l’entreprise rembourse ce prêt en faisant 30 paiements semestriels c’est-à- 
dire à tous les six mois), le premier paiement ayant lieu un an après le prêt, 
que les huit premiers paiements sont au montant de À dollars, les douze paie- 
ments suivants sont au montant de 2R dollars et les dix derniers au montant 
de (R+6 000) dollars, alors déterminer R ainsi que le montant total d’intérêt 
versé à la banque. 


2. Si l’entreprise rembourse plutôt ce prêt en faisant deux paiements de 
533 409 $, le premier après n années et le second après 2n années, alors 
déterminer n. 


Exercice 3.16. Clovis veut accumuler 150 000 $ en faisant des dépôts à la fin de 
chaque mois dans un compte. 

1. Si le taux d'intérêt est le taux nominal 412) = 6% par année capitalisé à tous 
les mois et que les dépots sont de 2 000 $ sauf le dernier qui est un dépôt 
réduit (celui-ci est moins que le dépôt régulier), alors déterminer le nombre 


de dépôts (incluant le dépôt réduit), ainsi que le montant du dépôt réduit. 


2. Si le taux d’intérêt pour ce compte est le taux nominal d’intérêt 02) = 9% 
par année capitalisé à tous les mois, que Clovis veut accumuler le 150 000 $ à 
la fin de la dixième année et que tous les dépôts sont égaux, alors déterminer 
le montant de chacun de ces dépôts mensuels. 


3. Une fois qu’il a accumulé le 150 000 $, il place ce capital dans un compte ré- 
munéré au taux nominal d'intérêt i(52) = 5,2% par année capitalisé à toutes 
les semaines. De ce compte, il effectue 416 retraits égaux, un à chaque se- 
maine pendant 8 ans, le premier étant fait immédiatement à l’ouverture du 
compte, déterminer le montant de ces retraits hebdomadaires. 


Exercice 3.17. Anatole et Bernard ont chacun contracté un prêt auprès de la banque. 
Le taux d’intérêt pour ces deux prêts est le taux nominal 19 = 6% par année capi- 
talisé à tous les trois mois. 


1. Si Bernard rembourse son emprunt en faisant 24 paiements trimestriels de 
3 000 $, le premier étant fait trois mois après le prêt, alors déterminer le 
montant prêté par la banque. 


2. Si après avoir fait son douzième paiement, Bernard renégocie son prêt avec 
la banque de façon à n’avoir plus que deux paiements égaux à faire respecti- 
vement deux et quatre ans plus tard, quel doit être le montant de chacun de 
ces paiements en sachant que le taux d’intérêt demeure inchangé. 
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3. Pour sa part, Anatole a emprunté 30 000 $ qu’il remboursera par 12 paie- 
ments trimestriels au montant de 2 776,94 $ s’échelonnant sur 13 trimestres, 
débutant un trimestre après le prêt et tel qu’il y a un paiement à la fin de 
chaque trimestre sauf pour un. Déterminer pour quel trimestre, il n’y a pas 
eu de paiement. 


Exercice 3.18. Un commercant a emprunté 2 000 000 $ à la banque au taux nomi- 
nal d'intérêt 44) — 10% par année capitalisé à tous les trimestres pour financer un 
agrandissement de son commerce. Il rembourse ce prêt en faisant 48 versements à 
la fin de chaque trimestre, le premier versement ayant lieu un an après le prêt. 


1. Si les 18 premiers paiements sont au montant de À dollars, les 18 paiements 
suivants sont au montant de 1,4R dollars et les 12 derniers paiements sont au 
montant de 1,2 dollars. Déterminer À, ainsi que le montant total d’intérêt 
versé à la banque. 


2. Si les 48 paiements sont tous égaux au montant de R/ dollars et qu’immé- 
diatement après son 20° paiement, celui-ci renégocie son prêt pour faire en 
sorte qu’il n’ait plus qu’à faire 4 paiements de X dollars à la fin de chaque 
trimestre, le premier paiement fait trois mois après le 20° paiement de R/ 
dollars. Le taux d’intérêt demeure inchangé. Déterminer R’ et X. 


Exercice 3.19. Clovis veut accumuler 80 000 $ en faisant des versements à la fin 
de chaque mois dans un compte. 


1. Si ce placement est rémunéré au taux nominal d'intérêt 102) = 9% par année 
capitalisé mensuellement, que Clovis fait des versements de 700 $ à chaque 
mois dans ce placement sauf le dernier qui lui sera un versement réduit (c’est- 
à-dire moins que 700 $), alors déterminer le nombre de versements ainsi que 
le montant du dernier versement, celui qui est réduit. 


2. Si le taux d'intérêt pour ce compte est le taux nominal d’intérêt 4112) = 6% 
par année capitalisé à tous les mois, que Clovis veut accumuler le 80 000 $ à 
la fin de la 15° année et que les versements sont tous égaux, alors déterminer 
le montant de chacun des versements mensuels. 


3. Une fois ce 80 000 $ accumulé, Clovis le place dans un compte rémunéré 
au taux d'intérêt i2) — 6% par année capitalisé semestriellement (à tous les 
6 mois) et fait 16 retraits de À dollars à tous les six mois, le premier retrait 
ayant lieu 18 mois après avoir accumulé le 80 000 $. Déterminer À. 


3 Annuités 111 


Exercice 3.20. Fernande a prêté 10 000 $ à George. 


1. En utilisant la méthode de bissection, déterminer le taux effectif d’intérêt à 
en pourcentage à une décimale de précision en sachant que 7% < à < 7,45% 
si George rembourse le prêt en faisant un paiement de 3 000 $ à la fin de la 
3° année, 4 000 $ à la fin de la 4° année et 7 000 $ à la fin de la 6° année. 


2. Si George rembourse ce prêt en faisant 48 paiements à la fin de chaque mois, 
le premier étant fait un mois après le prêt, et que tous les paiements sont 
au montant de 250 $ sauf un au montant de 1 011,67 $, alors déterminer le 
mois pour lequel le paiement est de 1 011,67 $ si le taux d’intérêt est le taux 
nominal d'intérêt à(12) = 12% par année capitalisé à tous les mois. 


Exercice 3.21. Cléo emprunte 50 000 $ à la banque au taux nominal d'intérêt 
102) = 6% par année capitalisé à tous les mois. Elle rembourse ce prêt en faisant 
des versements à la fin de chaque mois pendant 6 ans. Si les 36 premiers versements 
sont au montant de R dollars chacun et les 36 derniers versements sont au montant 
de (À + 1 000) dollars chacun. Déterminer R et le montant total d’intérêt versé par 
Cléo à la banque. 


Exercice 3.22. Damien a contracté un prêt auprès de la banque. Il rembourse son 
prêt en faisant 3 paiements : le premier au montant de 5 000 $ fait un an après le 
prêt, 7 000 $ fait un an et demi après le prêt et 3 000 $ fait trois ans après le prêt. Le 
taux d'intérêt pour ce prêt est iQ) = 10% par année capitalisé à tous les six mois. 


1. Déterminer le montant que la banque a prêté à Damien. 


2. Si après avoir fait son premier paiement de 5 000 $, Damien renégocie son 
prêt avec la banque de façon à n’avoir plus qu’un seul paiement de X dollars 
à faire 4 ans après le prêt. Le taux d’intérêt demeure inchangé. Déterminer 
ce dernier paiement X. 


3. Dans ce dernier cas pour accumuler ce montant de X dollars, il fait 36 verse- 
ments mensuels au montant de P dollars dans un compte de banque rémunéré 
au taux nominal d'intérêt 412) = 6% par année capitalisé mensuellement. Ce 
premier versement aura lieu un mois après son paiement de 5 000 $. Déter- 
miner P. 
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Exercices non résolus 


Exercice 3.23. Clémentine veut accumuler 40 000 $ en faisant des dépôts trimes- 
triels dans un placement rémunéré au taux nominal d’intérêt 1 = 6% par année 
capitalisé à tous les trois mois pendant 5 ans. Si les 8 premiers versements sont 
au montant de À dollars chacun et les 12 derniers versements sont au montant de 
(R + 500) dollars chacun. Déterminer À et l'intérêt total gagné par Clémentine 
dans ce placement. 


Exercice 3.24. Bernard emprunte 30 000 $ à Carole. Il remboursera son prêt en 
faisant des paiements mensuels pendant 3 ans et le taux d’intérêt est le taux nominal 
d'intérêt à(02) = 6% par année capitalisé à tous les mois. Le premier paiement est 
fait un mois après le prêt. Si les 12 premiers paiements sont au montant de R dollars 
chacun et les 24 derniers paiements sont au montant de (2R + 100) dollars chacun. 
Déterminer R et l’intérêt total payé par Bernard à Carole. 


Exercice 3.25. Daniel a contracté un prêt auprès d’une banque. Il rembourse son 
prêt en faisant 4 paiements : le premier au montant de 3 000 $ fait un an après le 
prêt, 5 000 $ fait trois ans et demi après le prêt, 4 000 $ fait cinq ans après le prêt 
et 6 000 $ fait six ans après le prêt. Le taux d’intérêt pour ce prêt est 12 = 6% par 
année capitalisé à tous les six mois. 


1. Déterminer le montant que la banque a prêté à Daniel. 


2. Si après avoir fait son deuxième paiement de 5 000 $, Damien renégocie 
son prêt avec la banque de façon à n’avoir plus qu’un seul paiement de X 
dollars à faire 5 ans et demi après le prêt. Le taux d’intérêt demeure inchangé. 
Déterminer ce dernier paiement X. 


3. Dans ce dernier cas pour accumuler ce montant de X dollars, Daniel fait 24 
versements mensuels au montant de P dollars dans un compte de banque 
rémunéré au taux nominal d’intérêt i(12) — 3% par année capitalisé men- 
suellement. Ce premier versement aura lieu un mois après son paiement de 
5 000 $. Déterminer P. 


Exercice 3.26. Éric veut accumuler 25 000 $ après 3 ans en faisant des versements 
mensuels dans un fonds de placement de À dollars pour la première année. 1,5R 
dollars pour la deuxième année et 22 dollars pour la troisième année. Le taux 
d'intérêt de ce fonds de placement est le taux nominal d’intérêt 102) = 6% par 
année capitalisé mensuellement. Les versements sont faits à la fin de chaque mois. 
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1. Déterminer la valeur de R. 


2. Avec ce 25 000 $ accumulé, il veut s’acheter une rente perpétuelle qui lui 
versera 2 000 $ par année pour toujours et dont le premier versement aura lieu 
un an après avoir accumulé le 25 000 $. Déterminer le taux effectif d’intérêt 
de cette transaction. 


Exercice 3.27. Fabienne emprunte L dollars à George. Elle rembourse George en 
faisant de 12 paiements trimestriels au montant de 2 000 $ chacun, dont le premier 
a lieu un an après le prêt. Le taux d’intérêt de ce prêt est le taux nominal d’intérêt 
i4) = 8% par année capitalisé à tous les trimestres. 


1. Déterminer le montant emprunté par Fabienne. 
2. Déterminer le montant total d’intérêt versé par Fabienne. 


3. Chacun des paiements de Fabienne est placé par George dans un fonds de 
placement rémunéré au taux nominal d’intérêt 19 = 6% par année capitalisé 
trimestriellement. Déterminer le montant accumulé immédiatement après le 
dernier paiement de Fabienne. 


Exercice 3.28. La valeur actuelle d’une annuité consistant en des paiements de À 
dollars à la fin de chaque semestre pendant n années et dont le premier paiement est 
fait dans 6 mois est 1 642,56 $ ; alors que la valeur actuelle d’une annuité consistant 
en des paiements de R/2 dollars à la fin de chaque semestre pendant 2n années et 
dont le premier paiement est fait dans 6 mois est 1 389,62 $. Quelle est la valeur 
actuelle d’un paiement de 1 000 $ fait dans 3n années si le taux d’intérêt est le 
même pour ces trois situations ? 


Exercice 3.29. Pour chacune des situations suivantes, déterminer premièrement 
exactement le taux d’intérêt à et, dans un deuxième temps, une approximation de 
ce taux d'intérêt. 


1. az; — 2,685 42, ay, = 3,485 03 et az, — 5,632 33. 
2. 53, — 5,665 3 et 555, — 13,336 6. 
3. 53, — 4,489 5, sa, — 7,289 8 et 555; — 14,315 7. 
Exercice 3.30. Alex verse 1 500 $ maintenant et 2 000 $ à la fin de la deuxième an- 


née à Béatrice. Celle-ci rembourse son prêt en faisant 3 versements respectivement 
de 1 400 $ à la fin des troisième année, quatrième année et sixième années. 
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1. En utilisant la méthode de Newton-Raphson, déterminer le taux d’intérêt du 
prêt suivant entre Alex et Béatrice en prenant comme valeur initiale 9 = 
6,5% par année. Nous voulons déterminer à avec une précision telle que les 
cinq premières décimales soient exactes lorsque nous exprimons à en pour- 
centage. 


2. En utilisant votre calculatrice, vérifier votre réponse obtenue en 1. 


Exercice 3.31. Clémentine dépose dans un fonds de placement 5 000 $ maintenant 
et de 4 000 $ dans un an. Le fonds est rémunéré au taux effectif d’intérêt à par année. 
Elle retire 3 000 $ du fonds à la fin de la troisième année. Le montant accumulé 
dans le fonds est de 9 000 $ à la fin de la sixième année. 


1. En utilisant la méthode de Newton-Raphson, déterminer le taux d’intérêt à en 
prenant comme valeur initiale io = 6% par année. Nous voulons déterminer 
à avec une précision telle que les cinq premières décimales soient exactes 
lorsque nous exprimons à en pourcentage. 


2. En utilisant votre calculatrice, vérifier votre réponse obtenue en 1. 


Exercice 3.32. Alex veut accumuler 300 000 $ en faisant des versements à la fin 
de chaque mois pendant 20 ans à sa banque. Le placement dans lequel ces dépôts 
sont faits est rémunéré au taux nominal d'intérêt à(12) = 3% par année capitalisé 
mensuellement. Le dépôt mensuel pour les 5 premières années est 2R dollars, le 
dépôt mensuel pour les 10 années suivantes est (R + 500) dollars et le dépôt men- 
suel pour les 5 dernières années est À dollars. Au dernier dépôt à la fin de la 20° 
année, il aura accumulé 300 000 $. 


1. Déterminer À. 
2. Déterminer le montant total d’intérêt gagné par Alex. 


3. Si après le dernier dépôt de la 15° année, Alex cessait de faire des dépôts 
pour les cinq dernères années, mais laissait fructifier le capital accumulé à la 
fin de la 15° année dans le placement jusqu’à la fin de la 20° année. Dans ce 
cas, déterminer le montant ainsi accumulé à la fin de la 20° année 


Exercice 3.33. Bernard a emprunté 500 000 $ à une banque au taux nominal d’in- 
térêt 42) = 6% par année capitalisé semestriellement. Il remboursera ce prêt en 
faisant 20 versements égaux au montant de À dollars à la fin de chaque semestre, le 
premier versement ayant lieu 1 an après le prêt. Immédiatement après son 5° paie- 
ment, Bernard renégocie son prêt pour faire en sorte qu’il n’ait plus qu’à faire 
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4 paiements de X dollars à la fin de chaque semestre, le premier paiement fait un 
an après la renégociation. Le taux d’intérêt demeure inchangé. Déterminer R et X. 


Exercice 3.34. Des dépôts de R dollars sont faits dans un fonds de placement à la 
fin de chaque année pendant 12 ans. À la suite de ces 12 dépôts, si des retraits de 
20 000 $ étaient faits de ce fonds à la fin de chaque année pendant 6 ans, le premier 
retrait étant fait un an après le dernier dépôt de À dollars, alors le fonds serait épuisé 
au dernier retrait de 20 000 $. Par contre, si des retraits de 10 000 $ étaient faits 
de ce fonds à la fin de chaque année pendant 10 ans, le premier retrait étant fait 
un an après le dernier dépôt de À dollars, alors il resterait X dollars dans le fonds 
après le dernier retrait de 10 000 $. Déterminer R et X. Le fonds de placement est 
rémunéré au taux effectif d’intérêt à — 5,5% par année. 


Exercice 3.35. La valeur actuelle de X dollars payable dans 7 ans au taux nomi- 
nal d’intérêt i(2) par année capitalisé semestriellement est 9 072,23 $, alors que la 
valeur accumulée par 3K dollars pendant 10 ans au même taux nominal d’intérêt 
2) est 100 268,06 $. Déterminer la valeur actuelle d’une annuité consistant en 
10 paiements de X/100 dollars faits au début de chaque semestre au taux nominal 
d'intérêt i2), le premier paiement étant fait immédiatement. 


Exercice 3.36. Antoine emprunte 100 000 $ à la banque pour effectuer des travaux 
dans sa résidence. Il remboursera son prêt en versant à chaque trimestre À dollars, 
le premier versement étant fait 9 mois après le prêt. Il fera 20 versements trimes- 
triels. Le taux d’intérêt de ce prêt est le taux nominal d'intérêt (4) = 8% par année 
capitalisé à tous les trimestres. 


1. Déterminer À. 


2. Siimmédiatement après son 10° versement, Antoine renégocie son prêt pour 
ne plus avoir à faire que 5 paiements trimestriels de À’ dollars, le premier 
de ces paiements étant fait 3 mois après son 10° versement, et sachant que le 
taux d’intérêt demeure inchangé, déterminer R’. 


3. Déterminer le montant total d’intérêt à payer épargné par Antoine après cette 
renégociation par rapport au remboursement initial du prêt. 


Exercice 3.37. Des dépôts de P dollars sont faits dans un fonds à la fin de chaque 
année pendant 15 ans. Après ces 15 années, des retraits de 20 000 $ sont faits de ce 
fonds à la fin de chaque année pendant 10 ans, le premier retrait étant fait à la fin 
de la seizième année. À la fin de la 25° année, il reste 50 000 $ dans le fonds. Si le 
fonds est rémunéré au taux effectif d’intérêt de 3% par année, déterminer P. 
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Exercice 3.38. Bernadette a hérité de 200 000 $. Elle dépose ce capital dans un 
fonds de placement rémunéré au taux nominal d’intérêt de (2) = 6% par année 
capitalisé à tous les six mois. Elle retire de ce fonds 15 000 $ à la fin de chaque 
semestre jusqu’à épuisement du fonds avec un dernier retrait réduit (c’est-à-dire in- 
férieur à 15 000 $). Le premier retrait sera fait six mois après le dépôt de 200 000 $ 
dans le fonds et le dernier retrait sera effectué à la fin du mois. Déterminer le 
nombre de retraits, incluant le dernier retrait réduit, ainsi que le montant de ce 
dernier retrait réduit. 


Exercice 3.39. La valeur accumulée par 2X dollars placé pendant 6 ans au taux 
effectif d'intérêt à par année est 620,05 $, alors que la valeur actuelle de 3X dol- 
lars payable dans 5 ans au même taux effectif d’intérêt à est 325,98 $. Déterminer 
la valeur accumulée à la fin de la cinquième année d’une annuité consistant en 
5 paiements de X dollars faits à la fin de chaque année au taux effectif d’intérêt 1, 
le premier paiement étant fait à la fin de la première année. 


Chapitre 4 


Annuités générales 


Jusqu’à présent, nous avons toujours considéré des annuités pour lesquelles 
leur période de paiement coïncidait avec la période de capitalisation de l’intérêt. De 
plus, tous les paiements de l’annuité étaient égaux entre eux. Nous allons étudier 
dans ce chapitre des situations plus générales que celles considérées au chapitre 3. 
Nous étudierons premièrement des situations pour lesquelles le taux d’intérêt varie 
avec les périodes de paiement. Par la suite nous traiterons d’annuités pour lesquelles 
la période de paiement ne coïncide pas avec la période de capitalisation de l’intérêt. 
Finalement nous terminerons avec des annuités pour lesquelles les paiements ne 
sont pas tous égaux, soit qu’ils suivent une progression arithmétique, soit qu’ils 
suivent une progression géométrique. 


4.1 Taux d’intérêt variables 


Nous allons maintenant considérer ce qui se passe lorsque le taux d’intérêt va- 
rie avec les périodes de paiement de l’annuité. Deux situations peuvent alors se 
produire. Dans la première situation, le taux d’intérêt pour la k° période est à, et il 
s’applique pendant cette période aux paiements de l’annuité peu importe les mo- 
ments où ceux-ci ont lieu. Dans ce cas, la valeur actuelle d’une annuité consistant 
en n paiements de 1 $ à la fin de chacune des périodes sera 


1 1 . 
CS D) den Code) 
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Ici nous abusons de la notation en désignant cette valeur actuelle par ay, mais 
nous procédons par analogie avec les notations du chapitre 3. En effet, il suffit de 
considérer la valeur actuelle de chacun des paiements en tenant compte des taux 
d'intérêt pour chacune des périodes. Si 1 = 2 = -:: = in = ?, la formule (4.1) 
est équivalente dans ce cas à la formule (3.1). 

La valeur accumulée par cette annuité au dernier paiement sera 


(4.2) sn = [(1+i2)(1+is)... (1+in)] +. +[(+in 1)(1+é)] +(#+in) +1 


Ici nous abusons aussi de la notation en désignant cette valeur actuelle par sx, 
mais nous procédons par analogie avec les notations du chapitre 3. Si 1 = i2 = 
+ = in = 1, la formule (4.2) est équivalente dans ce cas à la formule (3.2). Pour 
vérifier cette formule (4.2), il suffit de considérer la valeur accumulée de chacun 
des paiements en tenant compte des taux d’intérêt pour chacune des périodes. 
De plus il est facile de vérifier que 


Sn = (1+ü)(1+462)...(1+in)am. 


Dans la deuxième situation, le taux d’intérêt ?; n’est applicable qu’au k* paie- 
ment seulement et, pour ce paiement, il est le même pour chaque période. Dans ce 
cas, la valeur actuelle d’une annuité consistant en n paiements de 1 $ à la fin de 
chacune des périodes est 


1 1 1 1 


0 Mon Cr dre Toy 


En effet, pour le premier paiement de 1 $, il n’y aura qu’une période de capitalisa- 
tion de l’intérêt au taux 1 et conséquemment la valeur actuelle de ce paiement sera 
1/(1 + à). Pour le deuxième paiement, il y aura deux périodes de capitalisation 
de l’intérêt au taux i2 et alors la valeur actuelle de ce paiement sera 1/(1 + 52)?. 
Nous pouvons continuer ainsi jusqu’au n° paiement. Pour ce dernier, il y aura n pé- 
riodes de capitalisation de l’intérêt au taux 4, et nous obtenons bien comme valeur 
actuelle pour ce paiement 1/(1 + i»)". 
La valeur accumulée de cette annuité au dernier paiement est 


(4.4) Sa = (1+ 4) + (1 + 0) + ee (1 ins) + 1. 


Il suffit de procéder comme pour la valeur actuelle ci-dessus. Nous laissons au 
lecteur le soin de vérifier cette dernière formule. 
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4.2 Périodes de capitalisation et de paiement distinctes 


Au chapitre 3, nous avons traité le cas d’annuités pour lesquelles la période 
des paiements de l’annuité coïncide avec la période de capitalisation de l’intérêt, 
c’est-à-dire s’il y a m paiements de l’annuité pendant une année, alors le taux d’in- 
térêt est un taux nominal i(") capitalisé aussi m fois pendant l’année. Nous allons 
maintenant étudier les cas pour lesquels ces deux fréquences sont différentes. Nous 
présenterons deux approches. 

La première approche est de déterminer le taux d’intérêt équivalent au taux 
d'intérêt donné et dont la période de capitalisation est celle des paiements de l’an- 
nuité. De là, nous utilisons ce que nous avons développé au chapitre précédent. 
Nous allons illustrer ceci dans deux exemples. 


Exemple 4.1. Anatole veut accumuler 10 000 $ en faisant des versements égaux 
au montant de À dollars à la fin de tous les six mois pendant quatre ans dans un 
compte rémunéré au taux nominal d'intérêt 4112) — 8% par année capitalisé à tous 
les mois. Nous voulons déterminer À. Commençons par calculer le taux nominal 
d'intérêt (2) par année capitalisé à tous les six mois qui est équivalent à 102) = 8%. 
Nous avons 


-(2) 0.08 12 
ee = — (: SÉ : ) = 1,0829995 — 42) = 8,134 523 8%. 


Le taux d’intérêt à par période de paiement de l’annuité, c’est-à-dire à tous les six 
mois, est à — 8,134 523 8%/2 — 4,067 261 9%. Nous obtenons donc l’équation de 
valeur avec la fin de la quatrième année comme date de comparaison 


10 000 = R 54 4,067 2619%  — 10 000 = 9,236 338 2 R 


et conséquemment À? — 1 082,68 $. Donc Anatole versera 1 082,68 $ à tous les six 
mois pendant 4 ans. 


Exemple 4.2. Un prêt de 5 000 $ doit être remboursé par des versements égaux à la 
fin de chaque trimestre. Si Le taux d’intérêt sur ce prêt est le taux nominal 12 = 8% 
par année capitalisé à tous les six mois et que le prêt sera remboursé après 2 ans, 
déterminons les versements trimestriels. Notons par À : le montant de chacun de 
ces versements. Calculons premièrement (1) : le taux nominal d’intérêt par année 
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capitalisé à tous les trimestres équivalent à i®) = 8%. Nous avons 


j(4) 0,08\ ? 
pe = (14° ) =10816 = (4 = 7,921 560 3%. 


Le taux d’intérêt à par période de paiement de l’annuité, c’est-à-dire à tous trois 
mois, est à — 7,921 560 3%/4 = 1,980 390 1%. Nous obtenons donc l’équation de 
valeur suivante avec le début du prêt comme date de comparaison 


5 000 = R ag 1,980 001% — 5000 7,3316765R — R=681,97$. 


Dans l’exemple 4.1, la période de paiement de l’annuité est plus longue que 
la période de capitalisation de l’intérêt, c’est-à-dire les paiements de l’annuité sont 
moins fréquents que les dates pour lesquelles l’intérêt est capitalisé. À l’opposé 
dans l’exemple 4.2, la période de paiement de l’annuité est plus courte que la pé- 
riode de capitalisation de l’intérêt, c’est-à-dire les paiements de l’annuité sont plus 
fréquents que les dates pour lesquelles l’intérêt est capitalisé. Dans ce qui suivra 
nous allons déterminer algébriquement la valeur actuelle et la valeur accumulée 
de telles annuités pour chacun de ces cas, à savoir celui pour lequel la période de 
paiement de l’annuité est plus longue que la période de capitalisation de l’intérêt et 
celui pour lequel la période de paiement de l’annuité est plus courte que la période 
de capitalisation de l’intérêt. Ceci est la deuxième approche. 

Nous allons premièrement étudier le cas des annuités pour lesquelles la période 
de paiement de l’annuité est plus longue que la période de capitalisation de l’intérêt. 
Ceci est une situation comme celle de l’exemple 4.1. De plus nous supposerons 
qu’il y a un nombre entier de périodes de capitalisation de l’intérêt dans une période 
de paiement de l’annuité. 

Supposons qu’il y a 4 périodes de capitalisation de l’intérêt dans une période 
de paiement de l’annuité et que n est le terme de l’annuité, c’est-à-dire la durée de 
l’annuité, mesuré en périodes de capitalisation de l’intérêt. Notons par à : le taux 
d'intérêt par période de capitalisation de l’intérêt et par = (1 + i)-!, le facteur 
d’escompte pour une période de capitalisation de l’intérêt. Le nombre de paiements 
de l’annuité est (n/k). Notons que n est divisible par k à cause de notre hypothèse 
qu’il y a un nombre entier de périodes de capitalisation de l’intérêt dans une période 
de paiement de l’annuité. 

Déterminons la valeur actuelle d’une annuité consistant en (n/k) paiements de 
1 $ faits à la fin de chacune des périodes de paiement de l’annuité. Nous noterons 
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cette valeur actuelle par L. Nous avons tracé le diagramme d’entrées et sorties ci- 
dessous. 


Entrées: 


1 2 k Hi 261 2 0 #1 
I I 


Ë 
| 
0 


L 


m— > + 


Sorties: 


L’échelle de temps est en période de capitalisation de l’intérêt. Ainsi { = 1 
signifie une période de capitalisation de l’intérêt. Alors la valeur actuelle recherchée 
est obtenue de 


Da ed (EP) Ps AUS) 


— vA (n/k) 
= (v*) [1 + (Ë) ++ (ln) = (Lt) ) 


(-v") G-w) _ _[G-w)/] am 


QG (G+o-D  [(G+D6-D/] su 


Ainsi la valeur actuelle recherchée est 


(4.5) L= +, 
Shi 

Nous pouvons expliquer cette dernière formule de la façon suivante. Si nous 
versons (1/57) dollars à la fin de chaque période de capitalisation de l’intérêt, nous 
aurons accumulé 1 $ après k périodes de capitalisation de l’intérêt. Nous voyons 
ainsi que l’annuité qui consiste à faire (n/k) versements de 1 $ à la fin de chaque 
période de paiement et que chacune de ces périodes de paiement comporte k pé- 
riodes de capitalisation de l’intérêt est équivalente à l’annuité qui consiste à faire n 
paiements de 1/5; dollars à la fin de chaque période de capitalisation de l’intérêt. 
Dans le diagramme ci-dessous, sx désigne sx, . 

En effet, chacune des tranches de k paiements ci-dessus est équivalente à un 
paiement de 1 $ à la fin de la tranche. 

Déterminons la valeur accumulée au moment du dernier paiement d’une an- 
nuité consistant en (n/k) paiements de 1 $ faits à la fin de chacune des périodes 
de paiement de l’annuité et que chacune de ces périodes de paiement comporte k 
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Entrées: L 
| 
+ — + ee — t— + + 
t 0 1 2 kK  K+1 2k-1 2k n-2 n-l n 
| Î | Î | | | Î | 
Sorties: 1 1 1 1 sl 1 il il 1 
SA 7 SA 7 SA Sa SA Sf Sa 


périodes de capitalisation de l’intérêt. Notons cette valeur accumulée par X. Nous 
avons tracé le diagramme d’entrées et sorties ci-dessous. 


Entrées: X 
| 
F + FF se L L .… 4 + sv + 4 j 
ft. 0 1 2 k+1 2k-1 * n-2 n-l 7 
1 1 1 


Sorties: 


L’échelle de temps est en période de capitalisation de l’intérêt. La valeur accu- 


mulée X au dernier paiement est 


(4.6) X = (2: CR LEA 
Si Si 


En effet, (a:/sg;) est la valeur de l’annuité à £ — 0 et, en multipliant n fois par 
le facteur d’accumulation (1 + 4), nous obtenons la valeur de l’annuité après n 
périodes de capitalisation de l’intérêt, c’est-à-dire au dernier paiement de l’annuité. 

Déterminons la valeur actuelle d’une annuité consistant en (n/k) paiements 
de 1 $ faits au début de chacune des périodes de paiement de l’annuité. Notons 
cette valeur actuelle par L. Nous avons tracé le diagramme d’entrées et sorties ci- 


dessous. 


Entrées: 


+ + … + … + … + 
ï k+1 2k-1 7 i n-l n 
1 1 1 


5 
| 

# 0 1 2 
| 
1 


Sorties: 
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L’échelle de temps est en période de capitalisation de l’intérêt. La valeur ac- 
tuelle de cette annuité de début de période est obtenue de 


L = {+ LÀ FA y?K his AU mn?) = j À (v*) de (ur si (u#)lG/k)—1] 
(= GA)%B)T (1 2)/i ami 


(1 — vf) A—2k)/i ap, 
Ainsi la valeur actuelle recherchée est 


(4.7) L = 


Considérons maintenant la valeur accumulée à la fin de la dernière période de 
paiement, c’est-à-dire à { = n périodes de capitalisation de l’intérêt, d’une annuité 
consistant en (n/k) paiements de 1 $ faits au début de chacune des périodes de 
paiement de l’annuité. Notons cette valeur par X. Nous avons tracé le diagramme 
d'entrées et sorties ci-dessous. 


Entrées: Ÿ 
| 
n 


Le 


mo — 
Le) 

mx + 
Pie) 
+ 
pi 
[ee] 
a | 
ren 
) 
Pare) 
S 
Cou . 
. 
= 


Sorties: 


L’échelle de temps est en période de capitalisation de l’intérêt. La valeur accu- 
mulée recherchée à { = n périodes de capitalisation de l’intérêt est 


(4.8) i= fe) a+ 
ii di 

Nous pouvons expliquer ces deux dernières formules (4.7) et (4.8) de la façon 
suivante. La valeur actuelle d’une annuité qui consiste en k paiements au montant 
de (1/ax,) dollars à la fin de chaque période de capitalisation de l’intérêt est égale à 
1 $. Nous voyons ainsi que l’annuité qui consiste à faire (n/k) versements de 1 $ au 
début de chaque période de paiement et que chacune de ces périodes de paiement 
comporte k périodes de capitalisation de l’intérêt est équivalente à l’annuité qui 
consiste à faire n paiements de 1/a%, à la fin de chaque période de capitalisation 
de l’intérêt. 


124 Mathématiques financières 


Exemple 4.3. Nous allons reprendre l’exemple 4.1 avec ce que nous venons de 
développer. Rappelons que dans ce cas Anatole veut accumuler 10 000 $ en faisant 
des versements égaux au montant de R dollars à la fin de tous les six mois pendant 
quatre ans dans un compte rémunéré au taux nominal d’intérêt 412) — 8% par 
année capitalisé à tous les mois. Dans ce cas, l’annuité est de fin de période, k = 6, 
n = 48 et i = 8%/12 = 0,666 666 7%. Nous voulons que la valeur accumulée à 
t = 4 ans soit 10 000 $. L’équation de valeur à t = 4 ans est 


10 000 = R 


$78| 0,666 666 7% | _ En | a 
54 0,666 666 7% 6,100 893 


Avant d’étudier le cas des annuités pour lesquelles les périodes de paiement 
de l’annuité sont plus courtes que les périodes de capitalisation de l’intérêt, nous 
allons maintenant considérer la valeur actuelle d’une rente perpétuelle consistant 
en des montants de 1 $ versés en fin de période et pour laquelle chacune de ces 
périodes de paiement comporte 4 périodes de capitalisation de l’intérêt. Notons par 
L : la valeur actuelle de cette rente perpétuelle. Nous avons tracé le diagramme 
d'entrées et sorties ci-dessous. 


Entrées: 


L 
| 
( J … + + … + .…. — + À 
ft. 0 1 2 KR  k+1  2k-1 2k mk-1 mk mk+1 
| Î Î 
Sorties: 1 


L’échelle de temps est en période de capitalisation de l’intérêt. La valeur ac- 
tuelle Z de cette rente perpétuelle est 


1 
(4.9) E==—, 
187; 
En effet, 
L= vf + 486 à... = RC PDT car [2F| < 1 
m=1l m=0 
1 1 i 1 


G+F( 2) (+6 1 AH] sg 
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Nous pouvons aussi considérer la valeur actuelle d’une rente perpétuelle consis- 
tant en des montants de 1 $ versés en début de période et pour laquelle chacune de 
ces périodes de paiement comporte k périodes de capitalisation de l’intérêt. Notons 
par L : la valeur actuelle de cette rente perpétuelle. Nous avons tracé le diagramme 
d'entrées et sorties ci-dessous. 


Entrées: 


El 61 06 Al mem 
] ] 
I 1 


; 
| 

# 0 1 2 
| 
Il 


mx + 


Sorties: 


L’échelle de temps est en période de capitalisation de l'intérêt. La valeur ac- 
tuelle Z de cette rente perpétuelle sera 


2 1 
(4.10) L= -—. 
AU 
En effet, 
_ 1 
Litiges D car [2*| < 1 
m=0 
i 1 


ifl—2#] ia 

Nous allons maintenant étudier le cas des annuités pour lesquelles la période de 
paiement de l’annuité est plus courte que la période de capitalisation de l’intérêt. 
Ceci est une situation similaire à celle de l’exemple 4.2. Ce type d’annuité est plus 
souvent rencontré que le cas précédent. Nous supposerons qu’il y a un nombre 
entier de périodes de paiement de l’annuité pour une période de capitalisation de 
l'intérêt. 

Supposons qu’il y a m périodes de paiement de l’annuité dans une période de 
capitalisation de l’intérêt. Notons par n : la durée de l’annuité mesurée en période 
de capitalisation de l’intérêt. Ceci est similaire à la notation précédente. Il y aura 
donc mn périodes de paiement de l’intérêt, c’est-à-dire qu’il y aura mn paiements 
pour cette annuité. Nous noterons par à : le taux d’intérêt par période de capitalisa- 
tion de l’intérêt. 
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Déterminons la valeur actuelle d’une annuité qui consiste en mn paiements de 
(1/m) dollars faits à la fin de chacune des périodes de paiement de l’annuité, c’est- 
à-dire à la fin de chacune des fractions m° de période de capitalisation de l’intérêt, 
pendant n périodes de capitalisation de l’intérêt. Nous noterons cette valeur par 
at”) ou encore at) si nous voulons préciser le taux d’intérêt i. Noter que les 
paiements sont de (1/m) dollars et que la somme des paiements faits pendant une 
période de capitalisation de l’intérêt est de 1 $. Nous avons tracé le diagramme 
d'entrées et sorties ci-dessous. 


(mn) 


Entrées: 7 


.… 
l/m 2/m n-(2/m) n-(1/m) n 


a 
| 
ft. O0 


Î Î 
Sorties: l/m l/m l/m l/m l/m 


L’échelle de temps est en périodes de capitalisation de l’intérêt. Ainsi { = 1 cor- 
respond à une période de capitalisation de l’intérêt. La valeur actuelle recherchée 
est 


em) D | | 
(4.11) A — | Ai : 
En effet, 
(m) 1 1 nm—1l 
m) = |,,({/m) (2/m) L ... (n—(1/m)) n| = 2 ,,1/m p/m 
dr == { + v + + + v"| . dv 
p=0 
L dot) =) 
= A — 
m (—ul/m) m(1+4)/m(1-v1l/m) 
(1— 1") (i—v?) (1—rt) à i 
— — — — Ai : 
m((+i)/m 1) 7 im) à im) im) © 


Iciv = (1+i) let il) est le taux nominal d'intérêt équivalent au taux d'intérêt 
ÿ. 

Si pour la même annuité, nous voulons déterminer la valeur accumulée à la 
fin des n périodes de capitalisation de l’intérêt, alors 1l nous suffit de multiplier 


la valeur actuelle précédente at”) par n fois le facteur d’accumulation (1 + à) . 
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Ceci correspond au fait qu’il y a n périodes de capitalisation de l’intérêt. Notons 
la valeur accumulée par l’annuité après n périodes de capitalisation de l'intérêt, 

; S 4: : | (m) (m) ae 
c’est-à-dire au dernier paiement, par s,, ou encore s,,,;° si nous voulons préciser 


le taux d'intérêt. Nous avons tracé le diagramme d’entrées et sorties ci-dessous. 


Entrées: 5) 
| 
ft 0 l/m 2/m n-(2/m) n-(1/m) n 
Î 
Sorties: 1/m l/m l/m 1/m l/m 


La valeur accumulée recherchée est 


Em) LE | 
(4.12) Sn — || Fa 
En effet, 
80) 2 40 (1 +5) = mi (1+i) — ;(m) ni: 


Exemple 4.4. Nous allons reprendre l’exemple 4.2 avec ce que nous venons de dé- 
velopper. Rappelons qu’un prêt de 5 000 $ doit être remboursé par des versements 
égaux à la fin de chaque trimestre, que le taux d’intérêt sur ce prêt est le taux nomi- 
nal :2) — 8% par année capitalisé à tous les six mois et que le prêt sera remboursé 
après 2 ans. Nous voulons déterminer les versements trimestriels. Notons par R : le 
montant de chacun de ces versements. Ici il y a deux paiements de l’annuité pour 
chaque période de capitalisation de l’intérêt. L'intérêt est capitalisé aux six mois 
et les paiements de l’annuité ont lieu aux trois mois. Le terme de l’annuité est de 
2 ans, soit 4 périodes de capitalisation de l’intérêt. Le taux d’intérêt par période de 
capitalisation est à — 8%/2 = 4%. Donc m = 2, n = 4eti — 4%. Nous avons 
donc l’équation de valeur suivante à la date de comparaison { = 0: 


_ (2) 
5000 = 2R a. 


Il faut noter qu'ici le total des paiements pour une période de capitalisation de 
l’intérêt est 2R dans cet exemple et c’est ce qui explique la présence de 2R dans 


(2) 


l’équation ci-dessus. Ou encore a 


représente une annuité dont les paiements sont 
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(1/2) = 0,5 $ et comme nous voulons que les paiements de l’annuité soient de 
R dollars, il faut donc mettre le facteur 2R dans l’équation de valeur. Nous pouvons 
maintenant déterminer À. En effet, 


Me me 3,629 895 224 — 3,665 838 588 
4  \5@/ % 0,039 607 802 / *” 7 


Conséquemment 5 000 = 2R (3,665 838 588) —  R — 681,97 $. 


Déterminons la valeur actuelle d’une annuité qui consiste en mn paiements de 
(1/m) dollars faits au début de chacune des périodes de paiement de l’annuité, 
c’est-à-dire au début de chacune des m° fractions de période de capitalisation de 
l'intérêt, pendant n périodes de capitalisation de l’intérêt. Nous noterons cette va- 
leur par at) ou encore ag) si nous voulons préciser le taux d’intérêt . Noter que 
les paiements sont de (1/m) dollars et que la somme des paiements faits pendant 
une période de capitalisation de l’intérêt est de 1 $. Nous avons tracé le diagramme 


d’entrées et sorties ci-dessous. 


Entrées: à) 


| 
H t sé + } y 
f: ÿ 7 2/m n-(2/m) on 7 n 
Sorties: 1/m l/m l/m l/m l/m 
L’échelle de temps est en périodes de capitalisation de l’intérêt. Ainsi { = 1 cor- 


respond à une période de capitalisation de l’intérêt. La valeur actuelle recherchée 
est 


.(m d |. 
(4.13) an) = | ii 
En effet, 
(m) 1 1 nm—1 
.(m) LL (/m) (2/m) (n—(/m))| 2 p/m 
mn _ [1 + 7 +7 ++ | = 2 V 
LG) (mr) (zu) (1-27) d 
m (1—vl/m) m(i-vl/m) dim) d dim) 
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Ici v — (1+i)-!, d'est le taux d’escompte équivalent au taux d’intérêt à et d(”) 
est le taux nominal d’escompte équivalent au taux d’intérêt i. En effet,nous avons 
vu au chapitre 1, 


1- — 
m l1+3 


AUD =, [1 _ vtr) ] | 


Nous avons aussi utilisé l’expression obtenue au chapitre 3 pour äx:, c’est-à-dire à 
l’équation (3.5). 

Si pour la même annuité, nous voulons déterminer la valeur accumulée à la fin 
des n périodes de capitalisation de l’intérêt, c’est-à-dire une période de paiement 
après le dernier paiement, il nous suffit de multiplier la valeur actuelle précédente 
agr) par n fois le facteur d’accumulation (1 +). Ceci correspond au fait qu’il y a 
n périodes de capitalisation de l’intérêt. Notons la valeur accumulée par l’annuité 
après n périodes de capitalisation de l’intérêt, c’est-à-dire une période de paiement 
après le dernier paiement, par ES) ou encore 30m) si nous voulons préciser le taux 
d'intérêt à. Nous avons tracé le diagramme d’entrées et sorties ci-dessous. 


Entrées: 5m) 
| 
f: : “É 7 n 7e n Pa n 
Sorties: 1/m l/m l/m l/m l/m 


Alors la valeur accumulée recherchée est 
d 
(4.14) am) | Br - 
En effet 


m) (M d Se 
SU GE (= 2 dns (1 + 7 = 


dtm) 


d . 
am) Sn i - 
Ici d et d(”) sont comme pour l'équation (4.13). 
Nous pouvons aussi déterminer la valeur actuelle d’une rente perpétuelle qui 
consiste en des paiements de (1/m) dollars à la fin de chacune des périodes de 
paiement, c’est-à-dire à la fin de chacune des m° fractions de période de paiement 
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de l’intérêt, pour toujours. Notons la valeur actuelle de cette rente perpétuelle de 
sn: (m) (m) 
fin de période par a; ou encore as; 


et sorties ci-dessous. 


. Nous avons tracé le diagramme d’entrées 


Entrées: al 


Î Î 
Sorties: l/m l/m l/m l/m 


Cette valeur actuelle est 


(4.15) joe 


Gal jtm) 


En effet, nous avons, en considérant l’équation de valeur à la date de comparai- 
son t{ — Ü, que 


m 1 m m m 1 - m 
at ) — _ Lut/ cu v?/ + 3/ 5.4 | = _ 2 vP/ 
vl/m 1 : 
_ /m 
a | GE hr] eT 
1 1 1 


omA+o/m (um) m(A+o/m 1) im 


Si nous avions plutôt à déterminer la valeur actuelle d’une rente perpétuelle qui 
consiste en des paiements de (1/m) dollars au début de chacune des périodes de 
paiement, c’est-à-dire au début de chacune des m° fractions de période de paiement 
de l’intérêt, pour toujours, alors la valeur actuelle de cette rente perpétuelle de début 


__. 5 ….(m) ….(m) be ps Re où £ 
de période notée par à” (ou encore àZ; pour préciser le taux d’intérêt à) serait 


.(m I 
(4.16) an) = 2 : 


En effet, nous avons tracé le diagramme d’entrées et sorties suivant. 
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Entrées: à{ 
| 


ft 0 1/m 2m n - (Lim) : 


| | 
Sorties: 1/m l/m l/m l/m l/m 
Conséquemment 
a 1 
…(m 1 2 3 
a SOS 
P— 


1 1 


_ m [1 — yl/m] 7 dm): 


Rappelons qu'ici dt) désigne le taux nominal d’escompte équivalent au taux d’in- 
térêt 1. 


Remarque 4.1. Dans les équations (4.11), (4.12) et (4.15), i(m) désigne le taux 
nominal d’intérêt équivalent au taux d’intérêt à pour la période de capitalisation de 


l'intérêt. En d’autres mots, 
jm) \T 
(1+i)= |[1+— 
m 


où m est le nombre de périodes de paiement de l’annuité dans une période de ca- 
pitalisation de l’intérêt. Il ne faut donc pas confondre ces différents taux d’intérêt. 
De même dans les équations (4.13), (4.14) et (4.16), dt) désigne le taux nomi- 
nal d’escompte équivalent au taux d’intérêt à pour la période de capitalisation de 
l'intérêt. En d’autres mots, 


(m)\T 
v=(1+i) = i-®) 


où m est le nombre de périodes de paiement de l’annuité dans une période de 
capitalisation de l’intérêt. 


Nous allons maintenant illustrer ce qui précède. 
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Exemple 4.5. Adonias a accumulé 100 000 $ dans un fonds rémunéré au taux 
effectif d’intérêt à — 10% par année. Il veut utiliser ce montant accumulé pour se 
faire verser une rente perpétuelle au montant de R dollars à tous les mois. Si le 
premier versement a lieu un mois après avoir accumulé le 100 000 $, déterminons 
R. 

Il y a 12 périodes de paiement de l’annuité dans une année, qui est la période de 
capitalisation de l’intérêt. Conséquemment m = 12. L’équation de valeur à { = 0, 
c’est-à-dire au moment où Adonias a accumulé 100 000 $, est 


(12) 12R 


100 000 — 12Ra — RD 
i 


Ici à = 10%. Donc (12) — 9,568 968 515%. En effet, 
502 2 19 (ci +0,1)4/2 1) — 0,095 689 685 15. 


Donc 


1 
0,095 689 685 15 


100 000 = 12R ( ) =  R=797,41$. 

Nous aurions aussi pu déterminer le taux d’intérêt j pour un mois (c’est-à-dire 
la période de paiement de l’annuité) équivalent au taux d’intérêt à. Nous avons alors 
(1+ 5)? = (1 + 0,10) et ainsi j = 0,797 414 04%. Alors l'équation de valeur à 
t—=0est 


R R 
j 0,007 974 1404 


100 000 = Rasa j = = R=T79741$. 


4.3 Annuités continues 


Bien que plus théorique que pratique, un cas pour lequel la période des paie- 
ments de l’annuité est plus courte que la période de capitalisation de l’intérêt est 
celui d’une annuïité continue. 

Considérons une annuité pour laquelle un paiement au montant de dt dollars 
est fait au temps f, c’est-à-dire le paiement est infinitésimalement petit, et ces paie- 
ments sont faits continûment pendant n périodes de capitalisation de l’intérêt. No- 
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tons par à : le taux d’intérêt. Aïnsi le total des paiements pour une période de capi- 
talisation est de 1 $. En effet, ce total pour la k° période est 


; t=k 
0 Ste 
Notons la valeur actuelle de cette annuité par aa et la valeur accumulée par cette 
annuité après n périodes de capitalisation de l’intérêt par sx . Rappelons que ” — 
(+) 1. 
Cette valeur actuelle est 


(4.17) = _. 


En effet, 


où 0 est le taux instantané constant d’intérêt équivalent au taux d’intérêt à, c’est-à- 
dire (1 + à) = eÿ. 

Quant à la valeur accumulée s; après n périodes de capitalisation de l’intérêt, 
celle-ci est 


i 
(4.18) Sn — Ë Sn : 
En effet, 


n | n ss emt+i)t : 
= | (+i d= | (+ qe = | 
me Gate je nt+5 |. 


L tue se pue î] _ A : 


où 0 est le taux instantané constant d’intérêt équivalent au taux d’intérêt t, c’est-à- 
dire (1 + à) = eÿ. 
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Il est facile de noter que 53 — ax (1 +4)". Il est aussi possible de concevoir ax 
et 34 comme des limites. En effet rappelons que 6 — lim,,_+ i("). Conséquem- 
ment 


1-2" 1-2" | (m) 

REZ uno 0 mem 
LÉDPESL 2. 2. ÉD ER (m) 

sn Tone UD mem 


Considérons une rente perpétuelle pour laquelle un paiement au montant de dt 
dollars est fait au temps t, c’est-à-dire le paiement est infinitésimalement petit, et 
ces paiements sont faits continâment pour toujours. Le total des paiements pour 
une période de capitalisation est de 1 $ comme précédemment. Notons la valeur 
actuelle de cette annuité par Gsa. 

Cette valeur actuelle est 


(4.19) Asa — Ë (esse) 
En effet, 
co co b em(r)t fu 
Asa = v} dt = | MO) = lim | et dé = lim 
à . bc Jo bo | In(r) en 
(RGB) (—iù) 1 fi 
= nn ———— = 1] = SO 
es In(v) PS ô ra Dai 


où 6 est le taux instantané constant d’intérêt équivalent au taux d’intérêt à, c’est-à- 
dire (1 + à) = eÿ. 


44  Annuités dont les paiements varient 


Nous allons maintenant considérer des annuités dont les paiements varient. 
Nous étudierons deux cas. Dans le premier cas, les paiements forment une pro- 
gression arithmétique, alors que dans le second cas, ils forment une progression 
géométrique. Pour la suite, nous aurons besoin du résultat suivant. 
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Lemme 4.1. Si x E KR, alors nous avons 


nattl r?(x" = 1) 


, siz#l, 
n (x — 1) (x — Na St 
dk 1)zf = 
k=1 n(n — 1) TE 
ru six = 1]. 


Preuve. En effet, nous avons les identités polynomiales suivantes : 


SE — 1) 2 — os 5240 = PL S 24 
dz dz 


k=1 k=1 k=—0 
ET 


nzv+l a CA _ 1) 


En évaluant à z = x pour x £ 1, nous obtenons la formule ci-dessus pour ce cas. 
Six — 1, alors 


n n n—1 


S&G-lat=VN (k-1)= Rae 


2 
k=1 k=1 k=1 


Dans ce dernier cas, il suffit de considérer les nombres de 1 à n — 1 et de les 
regrouper par paires : {j,n — j}. Il y a ainsi (n — 1)/2 paires et la somme des deux 
éléments d’une paire est n. De cette observation, nous obtenons le résultat. Pour 
être très précis, 11 nous faudrait considérer les cas n pair et impair séparément, mais 
les ajustements à l’argument sont faciles à apporter. 


Considérons une annuité ayant n paiements dont le premier paiement est de 
P dollars et les paiements subséquents sont obtenus en additionnant Q dollars avec 
chaque paiement. Nous ne considérerons que le cas d’annuités de fin de période 
et de plus, la période de paiement de l’annuité coïncidera avec la période de capi- 
talisation de l’intérêt. Donc chacun de ces paiements est fait à la fin de la période 
de paiement. Le premier paiement sera de P dollars, le deuxième sera de P + Q 
dollars, le troisième sera de P + 2Q dollars et ainsi de suite jusqu’au dernier qui 
sera de P+(n—1)Q dollars. Ici nous supposons que P > 0et P+(n—1)Q > 0. 
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Entrées: 


2 n 1 ' 
P+(n-2)Q  P+(n-1)Q 


y | 
ae 

LE — 
© 


Sorties: 


Il est ainsi possible à Q d’être négatif. Si nous notons par L, la valeur actuelle de 
cette annuité, nous avons tracé le diagramme d’entrées et sorties précédent. 
Alors la valeur actuelle est 


(4.20) L = Pas +Q É — | | 


En effet, 


L=Pv+(P+Qjh%+(P+2Qh%+...+(P+(n—1)Q}" 


=: D ) +0 pt = 12) = Pan+Q jee | 
k=1 


k=1 


Pour obtenir cette dernière formule, nous utilisons le lemme 4.1. 
Parce que à > 0, alors v < 1 et conséquemment 


n 


D_&-1)v* = mm “le He ss. ( - ) CAEN, (: - i | 


k=1 


Mais comme 
2 1 1 


(iv) (+i(i-(+i) 1 à 


nous obtenons ainsi que 


SE = : v? ns (1-7) . am — nv" 
_ i Œ D 


Il est possible de donner une interprétation de la formule de l’équation (4.20) 
en utilisant la valeur actuelle de rente perpétuelle. En effet, l’annuité dont les paie- 
ments forment une suite arithmétique peut être considérée comme la somme de 
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deux annuités. La première consiste en une annuité de fin de période dont les paie- 
ments sont tous égaux et au montant de P dollars. La seconde annuité consiste en 
une annuité dont les paiements varient, le paiement fait à la fin de la k° période 
étant égal à (k — 1)Q lorsque k > 2. Cette égalité est représentée à la figure 4.1. 


—+—— 
ne î 1 "À 
P P+Q P+2Q P+(n-2)0  P+(n-1)Q 
| | 
—+—— 
ft. O0 1 2 3 n-1l n 
Î Î Î Î Î 
P P P P P 
+ 
.…. —+— 
ft 0 1 | ÿ n 1 ! 
Q 20 (n-2)Q (n-D)Q 


FIGURE 4.1 — Annuité dont les paiements forment une progression arithmétique 


Cette seconde annuité peut être considérée comme une rente perpétuelle dont 
les paiements sont au montant de Qa dollars à laquelle nous soustrayons une 
rente perpétuelle au montant de Qn dollars différée de n périodes de capitalisation 
de l'intérêt. Nous avons illustré ceci pour le cas où n = 4 et Q = 1 à la figure 4.2. 
Dans cette figure au lieu d’écrire un montant de az à la fin d’une période, nous 
avons plutôt représenté ce montant par une annuité de fin de période consistant en 
4 paiements de 1 $. 
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t: 0 Il ? 1 î » 6 7 8 9 10 
Il Il 1 1 
] | ] 
Il 1 1 Il 
: : 
1 1 Il 1 
Il Il Il Il 
] l 
Il Il Il Il 
| l 
Il Il Il Il 
+ ——————+ ———— 
t: 0 Il 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
| ] | | | | 
4 4 4 4 4 4 


1 Uo + 
Uo—, p + 


FIGURE 4.2 — Cas particulier d’une annuité dont les paiements forment une pro- 
gression arithmétique 


Dans la figure 4.2, nous ne représentons que les premiers paiements. II ne faut 
pas oublier que ce sont des rentes perpétuelles. Il y a donc une infinité de paiements. 
En considérant ces différentes annuités, nous obtenons alors l’équation (4.20). 


Revenons à l’annuité de fin de période ayant n paiements dont le premier paie- 
ment est de P dollars et les paiements subséquents sont obtenus en additionnant Q 
dollars avec chaque paiement. De plus, nous supposons que la période de paiement 
de l’annuité coïncide avec la période de capitalisation de l’intérêt. Donc chacun 
de ces paiements est fait à la fin de la période de paiement. Le premier paiement 
sera de P dollars, le deuxième sera de P + Q dollars, le troisième sera de P + 2Q 
dollars et ainsi de suite jusqu’au dernier qui sera de P + (n — 1)Q dollars. Ici nous 
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supposons que P > Oet P+(n—1)Q > 0. Notons la valeur accumulée après le n° 
paiement, c’est-à-dire à la fin de la n° période, de cette annuité par X. Nous avons 


(4.21) X = Pan+Q || 


En effet, X sera la valeur actuelle Z obtenue précédemment multipliée n fois 
par le facteur d’accumulation (1 + à). Nous obtenons donc 


X=L(1+i" = (Pan + 0 [ET 42 pan QE 


Avant d'illustrer ces formules, nous allons considérer deux cas particuliers 
d’annuité dont les paiements forment un suite arithmétique : les annuités crois- 
santes et décroissantes. 

Une annuité de fin de période pour laquelle le premier paiement est de 1 $ et les 
paiements subséquents sont obtenus en ajoutant 1 $ avec chaque paiement est une 
annuité croissante. Pour une telle annuité ayant n paiement, sa valeur actuelle est 
notée (Ja)n ou encore (Tam; si nous voulons préciser le taux d’intérêt, alors que 
sa valeur accumulée à la fin de la n° période, c’est-à-dire au n° paiement, est notée 
(Ts)m ou encore (Ts); 1. 

Si nous considérons maintenant la valeur actuelle de cette annuité croissante, 
alors son diagramme d’entrées et sorties est tracé ci-dessous. La valeur actuelle 


Entrées: (Ja) 


D 1 2 n-1l n 
Î Î Î Î 
Sorties: 1 2 n-1l n 
(Ta)n est égale à 
mn — nv” 


(4.22) (La)n = 
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En effet, 


nm nm nm 12 nm 
An — NV 7 An — NV 1-2 + an — nv 
(Ta}a = QG + : — ; LS 2 = . 

i i i i 
L : "1 5 - 
du — (na +1)r __da nv 


à î 
La dernière équation est obtenue parce que à — 1" = à. 
Si nous considérons maintenant la valeur accumulée à la fin de la n° période 
de cette annuité croissante, alors son diagramme d’entrées et sorties est tracé ci- 
dessous. 


Entrées: (AS) 
ft. 0 1 2 n-l n 
Î Î Î Î 
Sorties: 1 2 n-l n 


La valeur accumulée (7s)A à la fin de la n° période est égale à 


(4.23) de net 4e LR à 


t t 


En effet, cette valeur accumulée est la valeur actuelle multipliée n fois par le facteur 
d’accumulation (1 + i). Nous obtenons 


: . 
je = dm — NV 
) à à 


nes on 


(Ts}n = (la}a (1 +i (1 +i 


Une annuité de fin de période ayant n paiements et pour laquelle le premier 
paiement est de n dollars et les paiements subséquents sont obtenus en soustrayant 
1 $ avec chaque paiement est une annuité décroissante. La valeur actuelle d’une 
telle annuité est notée (Da) ou encore (Da) si nous voulons préciser le taux 
d'intérêt, alors que sa valeur accumulée à la fin de la n° période, c’est-à-dire au n° 
paiement, est notée (Ds)A ou encore (Ds)z. 

Si nous considérons maintenant la valeur actuelle de cette annuité décroissante, 
alors son diagramme d’entrées et sorties est tracé ci-dessous. 

La valeur actuelle (Da)n est égale à 


(4.24) (Da =", 


i 
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Entrées: (Da)} 


ft. 0 


—iN + 
SN 


= 
= 
= 
= 
! 
Er 
Di + 
Fi 


Sorties: 


En effet, 


aa—-nv" n(l-v") an-nv" 
(Da)n = n an - — | | 
i i i 
nn an+nr" n—-an 


i î 
Si nous considérons maintenant la valeur accumulée par cette annuité décrois- 
sante à la fin de la n° période, alors son diagramme d’entrées et sorties est tracé 
ci-dessous. 


Entrées: Ds); 
| 
ft. 0 1 2 n-1 n 
Î Î Î Î 
Sorties: n n-l 2 1 


Cette valeur accumulée est égale à 


n(1 + 1 — SA 


U 


(4.25) (Ds)a = 


En effet, cette valeur accumulée est la valeur actuelle multipliée n fois par le facteur 
d’accumulation (1 + à). Nous obtenons 


nan 1+5)-57 


(Den = (Dan (+ "= (1 4 a = 


i 
Exemple 4.6. Déterminons la valeur accumulée au dernier paiement d’une annuité 
consistant en soixante paiements mensuels, un paiement à la fin de chaque mois 


pendant 5 ans. Le premier paiement est de 50 $ et tous les paiements subséquents 
jusqu’au vingtième paiement augmentent de 10 $ avec chaque paiement. À partir du 
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vingtième paiement, tous les montants versés sont égaux. Ces versements de l’an- 
nuité sont déposés dans un fonds de placement rémunéré au taux nominal d'intérêt 
i02) = 12% par année capitalisé à tous les mois. Notons par X : la valeur accu- 
mulée recherchée. Nous avons tracé le diagramme d’entrées et sorties ci-dessous. 


Entrées: X 
| 

# O0 I 2 3 19 20 21 2 59 60 

Î ] [ Î ] ] Î ] ] 

SoreS 50 60 70 230 240 240 240 240 240 


Le taux d’intérêt pour chaque période de capitalisation de l’intérêt est à = 
12%/12 = 1% par mois. Nous allons présenter deux solutions pour résoudre ce 
problème. Pour la première solution, nous considérons les 20 premiers versements 
comme une annuité de fin de période dont les paiements forment une suite arithmé- 
tique avec P = 50 $ et Q = 10 $ et les 40 derniers versements comme une annuité 
de fin de période dont tous les montants sont égaux à 240 $. Dans ce cas, la valeur 
accumulée à & = 60 mois est 


ani = 2 
X = (Sox + 10 aux ©) (1,01) + 2M0smix = 16 377,92 8. 


Pour la seconde solution, les vingt premiers paiements peuvent être interprétés 
comme la somme d’une annuité de fin de période constante dont les 20 paiements 
sont de 40 $ et d’une annuité croissante ayant 20 paiements dont le premier est de 
10 $, alors que les 40 derniers forment une annuité de fin de période constante dont 
les montants sont tous égaux à 240 $. Aïnsi la valeur accumulée à t — 60 mois est 


X = [40 551% + 10(15)59 1%] (1,01) + 2408710 


Et 
= 40 sage + 100) (1,01) + 20m 1x 
= [880,76 + 10(223,92)](1,01){° + 11 732,73 = 16 377,92 $. 


Peu importe l’approche, nous obtenons dans chaque cas la valeur accumulée de 
16 377,92 $ au dernier versement. 
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Exemple 4.7. Barnabé a accumulé 80 000 $ dans un fonds rémunéré au taux nomi- 
nal (4) = 8% par année. Il veut utiliser ce fonds pour se verser une rente consistant 
en 40 versements, un à la fin de chacun des trimestres pendant 10 ans. Le premier 
versement a lieu trois mois après avoir accumulé le 80 000 $. Les vingt premiers 
versements de la rente sont au montant de R dollars et les vingt derniers verse- 
ments diminueront de (R/30) dollars avec chaque versement en débutant par le 
21°. Après ces 40 versements, le fonds est épuisé. Déterminons À. Nous avons 
tracé le diagramme d’entrées et sorties ci-dessous. 


Entrées: 80 000 


ft: O0 ° î 1 ? 20 d À 39 40 
Sorties: R R R R R 29R 28R I1R 10R 
30 30 30 30 


Le taux d’intérêt par période de capitalisation de l’intérêt est à — 8%/4 = 2% 
par trois mois. Nous allons présenter deux solutions pour résoudre ce problème. 
Pour la première solution, nous considérons les 20 premiers versements comme 
une annuité de fin de période constante au montant de À dollars et les 20 derniers 
comme une annuité de fin de période dont les montants forment une suite arith- 
métique avec P — (29R/30) et Q — —(R/30). L’équation de valeur à t = 0 
est 


29R R l'asgox — 20(1,02) 20 
Rasi2% ( 30 452% 30 0.02 


|) (1,02) 20 = 80 000. 


Nous obtenons alors 
16,351 433 34R + (15,806 385 57 — 4,820 011 137)(0,672 971 333)R — 80 000 


et conséquemment À = 3 369,14 $. 

Pour la seconde solution, les vingt derniers paiements peuvent être interprétés 
comme la somme d’une annuité de fin de période constante dont les paiements sont 
de 9R/30 dollars et d’une annuité décroissante ayant 20 paiements dont le dernier 
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montant est de (R/30) dollars. L’équation de valeur à t = 0 est 


9R R É 
80 000 — Razg2y (el 4502% + El (Dax) (1,02) 


= 16,351 433 34R 


PMP 
+ (905 430 003R + el | |) (a) 


— 16,351 433 34R + [4,905 430 003R + 6,080 944 426R](1,02) 2°. 


Nous obtenons ainsi que À = 3 369,14 $. 


Remarque 4.2. Il est facile de vérifier que (Za)x + (Da) = (n + 1)am, ainsi 
que (Zs)n + (Ds) = (n + 1)sx. Nous laissons au lecteur le soin d’effectuer cette 
vérification. 


Avant de considérer des annuités dont les paiements varient selon une autre 
règle, concluons avec les rentes perpétuelles de fin de période dont le premier paie- 
ment est de P dollars et les paiements subséquents sont obtenus en additionnant Q 
dollars avec chaque paiement. De plus, nous supposons que la période de paiement 
de l’annuité coïncide avec la période de capitalisation de l’intérêt. Donc chacun de 
ces paiements est fait à la fin de la période de paiement. Le premier paiement sera 
de P dollars, le deuxième sera de P +Q dollars, le troisième sera de P+2Q dollars 
et ainsi de suite sans fin. Le k° paiement est P + (k — 1)Q. Ici nous supposons que 
P > Oet Q > 0. Le taux d’intérêt par période de paiement est noté par t. Pour 
calculer la valeur actuelle de cette rente perpétuelle, nous avons besoin du résultat 
suivant. 


Lemme 4.2. Six ER et —1 < x < 1, alors la série 3° ,(k — 1) x* converge et 


nous obtenons 
2 


Sie - 


CE (2=1)7 


Preuve. En effet, lorsque x £ 1, nous avons vu au lemme 4.1 que 


7 Fr. natti  æ(xt—1) 
2% PRG en oo 
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Il nous faut maintenant considérer la limite de cette dernière expression lorsque 
n — 0. Nous avons 


_. nantl  x(x — 1) _ limn_0 natti 2 lim (æ" — 1). 
nc (x —1) (x — 1)? (x —1) (x — 1)? n—00 
Comme —1 < x < 1, nous avons 
lim næ"*1=0 parle règle de l’Hopital et lim (x" — 1) = —1. 
n— O0 n— 0 
Par cette observation, nous obtenons facilement alors que 
29 n+1 2(9n =] 2 
Ÿ[(k—1)xf = lim LE 2É 2e ss si 
n— 00 (x = 1) (x = 1) (x = 1) 


Si nous considérons maintenant la valeur actuelle L de la rente perpétuelle ci- 
dessus, nous avons 


L= S(P+ (k—1)Q)rŸ = P Ge +) + Q (Eu _ 17) 
=] k=1 k=1 
2 v? PQ 
Te eo nus 


En conclusion, la valeur actuelle L d’une rente perpétuelle de fin de période 
dont les paiements forment une progression arithmétique, le k° paiement étant égal 
à P+(k—1)Q est 

P 
(4.26) L=—+ 2 

: 
Remarque 4.3. Il est facile de vérifier que la valeur actuelle ci-dessus est la limite 
lorsque n — © de la formule de la valeur actuelle d’une annuité de fin de période 
ayant n paiements, qui forment une progression arithmétique. Plus précisément, 


Rae fi LP an -Q — 1]: 
t t n— oO t 


Nous laissons au lecteur le soin d’effectuer cette vérification. 
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Étudions maintenant les annuités dont les paiements varient selon une progres- 
sion géométrique. Considérons une annuité de fin de période ayant n paiements, 
dont le premier est de 1 $ et tous les paiements successifs forment une progression 
géométrique avec comme raison (1 + k), c’est-à-dire le premier est de 1 $, le se- 
cond de (1 + k) dollars, le troisième de (1 + k)? dollars et le m° de (1 + k)"”1 
dollars. Nous supposons que la période de capitalisation de l’intérêt coïncide avec 
la période de paiement de l’annuité. Les paiements de l’annuité sont faits en fin 
de période. Notons par à : le taux d’intérêt pour chaque période de capitalisation 
de l’intérêt. Notons par L : la valeur actuelle de cette annuité et par X : sa valeur 
accumulée après le n° paiement. 


Déterminons la valeur actuelle Z de cette annuité. Nous avons tracé le dia- 
gramme d’entrées et sorties ci-dessous. 


Entrées: 


Sri 


l: 


4) 
Î ] 
k) a+"? +2"! 


= — pu + 


Sorties: 


En considérant l’équation de valeur à { — 0, nous obtenons que la valeur ac- 
tuelle est 


[1 - (44) Jü-», ii £k; 


nv, sii = k. 


(4.27) £ 


En effet, 


L=v+(i+k} +(1+k) a+... +(1+k) 
(+k) (1+Kk) (+k)yr-t 


hi ip Le 
AE be ebg2 "+ ms 
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Sii£ k,alors 


f-(69)/1- (9) 


Sii= k, alors L = v[1+11+12+... +11] = nv. 

La valeur accumulée X par cette annuité après le n° paiement est la valeur 
actuelle multipliée n fois par le facteur d’accumulation (1 + i). Nous obtenons 
donc X = L(1+i)".Sii£ k, alors 


1- (Hi) ao E+- A+" 


ll gen EE ET 


Sii— k, alors X = L(1 + 4)" = nv (1 +4)" = n (1 +i)-L. Donc la valeur 
accumulée après le n° paiement est 


[A+%-(41+8k)7/(G-k), sii£k: 
(4.28) = 
n(1+4i)7t, ii — k. 


Exemple 4.8. Cléo veut acheter une rente qui consistera en 15 versements annuels 
qui débuteront dans un an. Le taux d’intérêt pour celle-ci sera de 9% par année. 
Cléo anticipe un taux annuel d'inflation pour les 15 prochaines années de 3% par 
année. Elle désire donc que sa rente soit indexée au taux de 3% par année de façon 
à conserver son pouvoir d’achat. Si le premier paiement de la rente de 25 000 $, 
déterminons la valeur actuelle Z de cette rente. Ici à — 9% et k — 3%. Donc la 
valeur actuelle est 


(28) 

7 (1 +0,09 

L=—2 à — 238 449,45 $. 
5 000 0.09 — 0.03 38 449,45 $ 
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Entrées: L 
| 
( ee ——+ 
tr 0 1 >. 3 15 
Î Î | Î 
Sorties: 25000 25 000(1,03) 25 000(1,03) 25 000(1,03)* 


Donc Cléo doit débourser 238 449,45 $ pour obtenir cette rente indexée. 
Nous avons tracé le diagramme d’entrées et sorties ci-dessus. 


Pour conclure ce chapitre, déterminons la valeur actuelle d’une rente perpé- 
tuelle dont le premier paiement est de 1 $ et tous les paiements subséquents suivent 
une progression géométrique ayant comme raison (1 + k). Les paiements sont faits 
à la fin de chacune des périodes. Le taux d’intérêt pour chacune des périodes est 1. 
Cette valeur actuelle est donc 


+ (1+ k)v? + (1 + k)}29 + + (1 + ka 


ED + ED 4 


+i)  (1+1}? (1+i)" 
car v = (1+3i)-!. Nous obtenons donc la série géométrique 


IL ENT 
(5) | 


n=0 


=v|1+ 


Comme nous l’avons vu au lemme 3.1, cette série converge si et seulement si 


<1, c’est-à-dire k < à 


1+k 
l1+3i 


parce que nous supposons que (1 + k) > 0 et (1 +) > 0. Sinon la série diverge. 
Si k < i, alors la valeur actuelle de la rente perpétuelle est égale à 


1 ne: 1 1 


(1+Kk) {+i) |[(+i)-(1+k) ik 
(1 +i) (1 +) 


l= 
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En résumé, si —1 < k < à, alors la valeur actuelle de la rente perpétuelle est 
1 . 
G—k) 


sinon celle-ci n’a pas de valeur actuelle (c’est-à-dire que la somme diverge). 


(4.29) 


Remarque 4.4. Il est facile de vérifier que la valeur actuelle ci-dessus est la limite 
lorsque n — © de la formule de la valeur actuelle d’une annuité de fin de période 
ayant n paiements qui forment une progression géométrique. 


Si nous avons une annuité dont les paiements varient, mais sans suivre une pro- 
gression arithmétique ou géométrique, alors il est nécessaire de revenir aux prin- 
cipes de base. De même toutes les annuités considérées précédemment sont telles 
que la période de capitalisation de l’intérêt et la période de paiement de l’annuité 
coïncident. Si ce n’est pas le cas, nous pouvons déterminer le taux d’intérêt équi- 
valent au taux d’intérêt donné mais dont la période de capitalisation est la même 
que la période de paiement. 


4.5 Inflation 


Nous allons clore ce chapitre en traitant de l’inflation et de l’indexation des 
rentes pour pallier son effet sur le pouvoir d’achat. Nous retrouverons alors des 
annuités dont les paiements forment une progression géométrique. 

L’inflation apparait sous la forme d’une augmentation des prix au cours d’une 
période donnée et conséquemment d’une diminution du pouvoir d’achat. Une me- 
sure de l’inflation fréquemment utilisée est l’indice des prix à la consommation 
(IPC). Cet indice sert par exemple au calcul des variations des paiements effectués 
par les gouvernements. L’IPC est un indice mensuel décrivant l’évolution des prix 
au détail d’un panier composé d’environ 600 biens et services, incluant l’alimenta- 
tion, le logement, les transports et les loisirs, représentatifs des dépenses couram- 
ment faites par un ménage moyen. Noter que certaines recherches laissent penser 
que l’IPC pourrait surestimer l’inflation. Pour un investisseur donné, un indice sur 
un panier de biens et services différent de celui du IPC pourrait être plus approprié. 
Noter qu’il existe aussi la notion de déflation lorsque les prix au cours d’une pé- 
riode donnée diminuent. Nous avons tracé le diagramme de l’indice des prix à la 
consommation entre janvier 1995 et avril 2009 calculé par Statistique Canada à la 
figure 4.3. 
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FIGURE 4.3 — Indice des prix à la consommation de janvier 1995 à avril 2009 


Nous utiliserons les notions de dollar constant et dollar courant pour bien dé- 
crire le pouvoir d’achat. Un dollar constant est un dollar ayant un pouvoir d’achat 
constant dans le temps. En d’autres mots, nous pouvons acheter le même nombre 
d'unités de biens et services au fil des ans avec un dollar constant. Dans ce cas, pour 
exprimer ces dollars constants, il nous faut fixer une année de référence précise et 
indiquer celle-ci. Dans ce qui suivra, nous noterons par 1 $. : une unité de dollar 
constant. Nous distinguons cette notion de celle de dollar courant. Les coûts des 
biens et services exprimés en dollars courants sont ceux de l’année où ceux-ci sont 
achetés. Nous noterons par 1 $ : une unité de dollar courant. Un dollar constant 
est une notion abstraite pour tenir compte du pouvoir d’achat, alors qu’un dollar 
courant est un dollar usuel qui sert comme monnaie d'échange tous les jours. Nous 
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allons premièrement déterminer la conversion entre un dollar constant et un dollar 
courant à une date précise pour comparer ces deux valeurs. 


Si le taux d’inflation est r pour une période donnée, alors un dollar constant ($c) 
vaut à la fin de la période (1+r) dollar courant ($) et le pouvoir d’achat d’un dollar 
courant ($) au début de la période ne sera plus que de (1+r)-! dollar constant ($) 
à la fin de la période. En effet, si 1 $. peut acheter U unités de biens et services au 
début de la période, alors ce même montant à la fin de la période nous permettra 
d’acheter encore U unités de biens et services par définition de dollars constants. 
Pendant la même période, si 1 $ peut acheter U unités de biens et services au début 
de la période, alors la valeur de U unités de biens et services à la fin de la période 
sera (1 + r) dollar courant ($), à cause de l’inflation. Ceci nous permet d’affirmer 
que 1 $. vaut à la fin de la période (1 +7) dollar courant ($). De ceci, nous pouvons 
conclure qu’un dollar courant ($) au début de la période vaut (1 + r)-! dollars 
constants ($ç) à la fin de la période. 


Si 71, T2, … , Tn désignent les taux d’inflation respectivement pour les 1°, 2e, 
… , n° périodes, alors 1 dollar courant ($) au début de la 1"° période vaut à la fin de 
la n° période : 


1 


dollars constant ($.). 
RE TESTS RTE) Ge) 


Ceci est obtenu par récurrence de ce qui précède. 


Nous voulons maintenant étudier la relation entre les taux d’inflation et d’in- 
térêt pour une période donnée. Nous voulons savoir comment le pouvoir d’achat 
d’un capital investi à un taux d’intérêt est influencé par l'inflation. Supposons que 
le taux effectif d’intérêt pour une période donnée est à et que le taux d'inflation 
pour la même période est r, alors la valeur accumulée par un dollar courant ($) 
investi au début de la période sera (1 + à) dollars courants ($) à la fin de la pé- 
riode. Si nous décrivons maintenant cette transaction en terme de dollars constants 
($c), alors la valeur accumulée sera par ce qui précède (1 + 4) dollars courants ($), 
soit (1+)/(1+ 7) dollars constants ($.). Ainsi la valeur accumulée par un dollar 
constant ($-) investi au début de la période sera (1 + i)/(1 + r) dollars constants 
($c) à la fin de la période. Pour décrire le taux d’intérêt correspondant à cette si- 
tuation, nous définissons le taux d’intérêt ajusté à l’inflation noté 6 comme le 
taux effectif d’intérêt de cette transaction en dollars constants ($.). Nous obtenons 
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ainsi 


ir 


: 1+3i NE : 
(4.30) 1 + iréel = Lr c’est-à-dire réel = Fe 
Ce taux d'intérêt ajusté pour l'inflation 64 décrit la relation entre les taux d’infla- 
tion et d’intérêt pour une période donnée. 


Exemple 4.9. Albert veut investir un capital qu’à la condition que le taux d’intérêt 
ajusté pour l’inflation soit d’au moins 4% par année pour son placement. Il anticipe 
un taux d'inflation de 3% par année, alors un taux effectif d’intérêt à pour son 
placement acceptable pour lui sera lorsque 


IE > 004 = à2>0,03+ (1,03 x 0,04) = 7,12% 

Nous allons maintenant faire le lien avec ces notions et les rentes dont les paie- 
ments sont en progression géométrique. Une façon de se prémunir des effets sur 
le pouvoir d’achat causés par l’inflation pour les paiements d’une rente est d’in- 
dexer ceux-ci au taux d'inflation anticipé. Supposons que nous anticipons que le 
taux d’inflation sera r par période pour les prochaines n périodes et nous voulons 
calculer la valeur actuelle au début de la première période d’une rente ayant n paie- 
ments faits en fin de période et ces paiements sont en dollars constants ($.) égaux 
à 1. Dans ce qui suivra l’année de référence pour la conversion est le début de la 
première période. Concrètement ceci signifie que la rente versera à la fin de la m° 
période (1 + r)"” dollars courants ($) pour m = 1,2,...,n. Il s’agit donc d’une 
annuité de fin de période dont les paiements forment une progression géométrique 
de raison (1 + r) et dont le premier paiement est de (1 + r) dollars courants. Par 
l'équation (4.27), nous obtenons que la valeur actuelle de cette annuité est 


(1+r) se (GE) _ 1=(1+ürée)" 


Tr réel 


= Gris SI0ÉT 


n, Sii=7T. 


Nous avons utilisé l’équation (4.30) pour exprimer cette valeur actuelle en terme 
du taux d’intérêt ajusté pour l'inflation. Noter que à = r si et seulement 64 = 0. 
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Si nous résumons ce que nous avons obtenu, alors la valeur actuelle de la rente 
indexée au taux d'inflation r lorsque le taux d’intérêt est à est égale à ais, en 
posant que 430% = ñ. 

Si nous anticipons que le taux d’inflation sera r par période pour les prochaines 
n périodes et nous voulons calculer la valeur accumulée à la fin de la n° période 
d’une rente ayant n paiements faits en fin de période et ces paiements sont en 
dollars constants ($.) égaux à 1. Concrètement ceci signifie que la rente versera à 
la fin de la m° période (1 + r)”? dollars courants ($) pour m = 1,2,...,n. Il s’agit 
donc d’une annuité de fin de période dont les paiements forment une progression 
géométrique de raison (1 + r) et dont le premier paiement est de (1 + r) dollars 
courants. Par l’équation (4.28), nous obtenons que la valeur accumulée de cette 
annuité à la fin de la n° période est 


GED ts") 


ir 


(1 + ia) Fa 


réel 


(+r) = a+" | |. re 


n(l+r)", Sr" 


Nous avons utilisé l’équation (4.30) pour exprimer cette valeur accumulée en terme 
du taux d'intérêt ajusté pour l’inflation. L’expression ci-dessus est en dollars cou- 
rants ($). Mais si nous convertissons celle-ci en dollars constants, nous obtenons 
que la valeur accumulée sera 53, en dollars constants ($c) car 


(1 + Tree T2 


Vréel 


(1- "| 


1 
| en dollars courants ($) 


est égal à 


| + dréel) — 


1 
- | = 5m en dollars constants ($c). 
réel 


Dans ce qui précède, nous posons 530% = n. 


Exemple 4.10. Nous anticipons que le taux d’inflation sera de 4% par année pour 
les 5 prochaines années. Déterminons la valeur actuelle d’une rente consistant en 
5 paiements faits en fin d’année et ceux-ci sont égaux à 1 000 dollars constants ($..) 
si le taux effectif d’intérêt est  — 6% par année. En d’autres mots, le premier paie- 
ment est de 1 040$ (en dollars courants) et les paiements subséquents augmentent 
de 4% avec chaque année. 
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Pour la première méthode, nous procédons en dollars courants. Nous avons 
alors une annuité dont les 5 paiements forment une progression géométrique de 
raison (1,04), le premier est de 1 040$. Donc la valeur actuelle est 


Ca) 


1 040 | ———— | — 4 724 : 
“ur | 724,00 $ 


Pour la deuxième méthode, nous procédons en dollars constants. Nous avons 
alors une annuité dont les 5 paiements sont égaux à 1 000 dollars constants ($.). 
Dans ce cas 0060-04 

réel = — © = 1,923 076 923%. 
réel 1 + 0,04 0 


La valeur actuelle recherchée sera alors 
1 00045 :,923 076 923% — 4 724,00 $. 


Exemple 4.11. Supposons que nous voulons accumuler un capital équivalent à 
10 000 dollars constants au terme de 10 ans, que le taux d'inflation anticipé est de 
3% par année, que le taux d’intérêt est de 5% par année et que nous déposons à la 
fin de chaque année R dollars constants. 

Pour la première méthode, nous procédons en dollars courants. Alors nous vou- 
lons accumuler 10 000(1,03)!° = 13 439, 16 $ en effectuant dix dépôts à la fin de 
chaque année, dépôts qui forment une progression géométrique de raison (1,03) et 
le premier paiement est de (1,03) R dollars. Par l’équation (4.28), nous obtenons 


(1,05)° — (1,03)'0 
0,05 — 0,03 
Ainsi le premier paiement en dollars courants sera de 915,70 x (1,03) — 943,17 $ 


et le m° paiement sera 915,70 x (1,03) en dollars courants. 
Pour la deuxième méthode, nous procédons en dollars constants. Dans ce cas, 


| 0,05 — 0,03 
%r£& ES —_—_—————— 
0:08 


Alors nous avons une annuité consistant en 10 paiements égaux au montant de À 
dollars constants et nous avons l’équation de valeur 


RST 1,941 rar 573% = 10 000 —  R— 915,70 


(1,03)R = 13439,16 — R—915,70$. 


— 1,941 747 573%. 
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Nous procédons comme pour la première méthode pour convertir les paiements en 
dollar constant en paiements en dollar courant. 


Exercices résolus 


Exercice 4.1. Un fonds pour des bourses est établi par un dépôt initial de 250 000 $ 
le 1 janvier 2000 dans un compte rémunéré au taux nominal (2) — 10% par année 
capitalisé à tous les semestres avec l'intérêt crédité tous les 30 juin et 31 décembre. 
À chaque premier janvier à partir de l’an 2001, 20 000 $ est déposé dans le compte. 
Des bourses totalisant 30 000 $ sont versées à partir de ce fonds à des récipiendaires 
à chaque premier juillet à partir de l’an 2000. Déterminer le montant dans le fonds 
le premier juillet 2010 après le versement des 30 000 $ pour les bourses. 


Exercice 4.2. Adonias achète 1 000 actions de l’entreprise « UVW >» et, au même 
moment, Barnabé achète aussi 1 000 actions de l’entreprise « XYZ ». Les deux 
paient le même prix pour ces actions. Adonias recevra 0,50 $ par action comme 
dividende à tous les six mois pendant 8 ans. Ces paiements de dividende débutent 
6 mois après son achat. Il vend ses titres 25 $ par action juste après avoir reçu son 
versement de dividende à la fin de la huitième année. Ses dividendes ainsi que le 
produit de la vente de ses actions sont réinvestis dans un placement rémunéré au 
taux nominal d’intérêt 412) = 8% par année capitalisé à tous les mois. Barnabé 
recevra aussi des dividendes sur ses actions mais seulement ces versements com- 
menceront cinq ans après son achat. Les paiements de dividende à Barnabé auront 
lieu à tous les trimestres et seront de 0,30 $ par action. Barnabé vendra ses actions 
au prix de X dollars par action juste après avoir reçu son versement de dividende 
à la fin de la dixième année. Ses dividendes et le produit de sa vente des actions 
sont réinvestis dans un investissement rémunéré au taux d'intérêt de i2) = 9% par 
année capitalisé à tous les six mois. 


1. Déterminer le montant accumulé par Adonias dans son placement 12, 15 et 
20 ans respectivement après l’achat de ses actions. 


2. Déterminer X pour que le montant accumulé par Barnabé dans son place- 
ment 12, 15 et 20 ans respectivement après l’achat de ses actions soit le 
même que celui accumulé par Adonias au même moment. 


Exercice 4.3. Cléo emprunte 10 000 $ le premier janvier 2000. Elle rembourse son 
prêt en faisant 32 paiements à tous les six mois débutant le premier janvier 2001. 
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Les paiements pour les années paires sont de X dollars et ceux pour les années 
impaires sont Ÿ dollars. Le total des 32 paiements est 25 000 $. Déterminer X et Y 
si le taux d’intérêt pour ce prêt est Le taux nominal i® = 12% par année capitalisé 
à tous les trimestres. 


Exercice 4.4. Un investissement de 2 000 $ est utilisé pour faire des paiements 
de 25 $ à la fin du premier mois, 50 $ à la fin du deuxième mois, 75 $ à la fin 
du troisième mois, ainsi de suite pour chaque mois tant que cela est possible et un 
dernier paiement plus petit un mois après le dernier paiement régulier. Si le taux 
d'intérêt sur ce fonds est 4112) = 9% par année, déterminer le nombre de paiements 
ainsi que le montant du dernier paiement réduit. 


Exercice 4.5. Un prêt de 200 000 $ sera remboursé par des paiements à la fin de 
chaque année pendant 30 ans. Si le premier paiement est de P dollars et que le paie- 
ment pour les années suivantes est 3 % plus grand que celui de l’année précédente, 
déterminer P. Ici le taux d’intérêt sur ce prêt est 5% par année 


Exercice 4.6. Un prêt de 200 000 $ sera remboursé par des paiements à la fin de 
chaque mois pendant 30 ans. Si les paiements pour une année donnée sont égaux et 
sont 2,5% plus grand que ceux de l’année précédente, alors déterminer le paiement 
mensuel pour la première année. Ici le taux d’intérêt sur ce prêt est le taux nominal 
02) = 12% par année capitalisé mensuellement. 


Exercice 4.7. Une annuité consistera en 24 paiements trimestriels. Le premier paie- 
ment est de 200 $ immédiatement et tous les autres paiements augmentent de 1% 
par trimestre. Si le taux d’intérêt est 4% — 8% par année capitalisé à tous les 
trimestres. Déterminer la valeur actuelle de cette annuité. 


Exercice 4.8. Nous versons à la fin de chaque mois pendant 6 ans les montants sui- 
vants : 300 $ pour le premier paiement, tous les paiements subséquents augmentent 
de 10 $ avec chaque paiement jusqu’à ce que les paiements valent 500 $ et les vingt 
derniers paiements diminuent de 20 $ avec chaque paiement. Ce compte est rému- 
néré au taux nominal d’intérêt 12) — 8% par année capitalisé mensuellement. 
Déterminer le montant accumulé à la fin de la sixième année. 


Exercice 4.9. Si nous remboursons un prêt de 20 000 $ en faisant 48 paiements 
égaux du montant de À à la fin de chaque mois. Déterminer R si le taux d’intérêt 
de ce prêt est 
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1. 2 = 6%: 
2. à) = 8%; 
3. 102) = 9%, 


Exercice 4.10. Un pays verse à tous ses citoyens de plus de 65 ans une pension 
mensuelle payable à vie. Le paiement mensuel est présentement de 500 $. Ce paie- 
ment est indexé pour tenir compte de l’inflation et est ajusté chaque année pour 
tenir compte du taux d'inflation pour l’année, mais les paiements mensuels pour 
une année sont tous égaux. Le gouvernement de ce pays étudie une mesure pour 
couper les coûts, mesure pour laquelle les paiements seront partiellement indexés, 
c’est-à-dire que l’augmentation des paiements sera l’excédent du taux d’inflation 
au-dessus de 3 % par année. En d’autres mots, l’augmentation sera de 0 si le taux 
d'inflation est moins que 3 % par année et sera le taux d’inflation moins 3 % si ce 
taux d’inflation est plus grand que 3 % par année. Supposons que ce gouvernement 
considère ces paiements à vie comme des rentes perpétuelles. Déterminer l’écono- 
mie par pensionné pour ce gouvernement si cette proposition est mise en place pour 
chacun des cas suivants où à est le taux d’intérêt annuel et r est la taux d’inflation 
annuel : 


1. 2—=10%etr = 6%; 
2. i=10%etr = 3%; 
3. i1—6%etr —4%; 
4 i=6%etr = 3%. 


Exercice 4.11. Adonias prend sa retraite le 1 janvier 2000. Il accumule 300 000 $ 
dans un compte rémunéré au taux annuel d’intérêt à — 9%. L'intérêt est crédité à 
son compte le 31 décembre. Adonias retirera (1/19) du solde du compte le 1 janvier 
2001, (1/18) du solde du compte le 1 janvier 2002, … , (1/2) du solde du compte le 
1 janvier 2018 et tout le solde le 1 janvier 2019. Déterminer chacun de ces retraits. 


Exercice 4.12. Adonias veut accumuler 120 000 $ dans un fonds de placement en y 
faisant 30 versements semestriels c’est-à-dire à tous les six mois), le premier ayant 
lieu dans six mois. 


1. Si tous ces versements sont égaux et d’un montant de À; dollars et si le 
fonds est rémunéré au taux nominal (4) = 8% par année capitalisé à tous les 
trimestres (c’est-à-dire à tous les trois mois), déterminer R:. 
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2. Si tous ces versements sont égaux et d’un montant de R2 dollars et si le fonds 
est rémunéré au taux effectif à — 9% par année capitalisé annuellement, 
déterminer Ro. 


3. Si le taux d'intérêt est le taux nominal 42) = 10% par année capitalisé à 
tous les semestres, que le premier paiement est Æ3 dollars et que tous les 
paiements suivants diminuent de 2% avec chaque semestre, déterminer R3. 


Exercice 4.13. Adonias emprunte 75 000 $ à la banque. Il remboursera son prêt 
en faisant 120 paiements mensuels égaux, le premier ayant lieu un mois après le 
prêt. Si le taux d'intérêt est le taux effectif d’intérêt de 8% par année, déterminer le 
paiement mensuel. 


Exercice 4.14. Si nous faisons 10 versements de 3 000 $ à tous les trois mois dans 
un compte d’épargne rémunéré au taux nominal d’intérêt 412) — 9% par année 
capitalisé mensuellement, alors déterminer le montant accumulé immédiatement 
après le dixième versement. 


Exercice 4.15. Barnabé emprunte 100 000 $ à la banque au taux effectif d’intérêt 
de 7% par année. Il remboursera ce prêt en faisant 5 paiements annuels. Le premier 
paiement au montant de À dollars est fait deux ans après le prêt. Les paiements 
subséquents augmentent de 5 000 $ avec chaque paiement. Déterminer R. 


Exercice 4.16. Adonias veut accumuler 100 000 $ en faisant 32 versements tri- 
mestriels ( à tous les trois mois) égaux dans un compte rémunéré au taux effectif 
d'intérêt de 10% par année, déterminer le versement trimestriel s’il veut avoir ce 
100 000 $ immédiatement après son 32° versement. 


Exercice 4.17. Barnabé emprunte 50 000 $ à la banque. Il remboursera son prêt 
en faisant 20 paiements semestriels (à tous les six mois), le premier ayant lieu six 
mois après le prêt. Si tous ces paiements sont égaux et si le taux d’intérêt du prêt 
est le taux nominal 412) = 6% par année capitalisé à tous les mois, déterminer le 
paiement semestriel de Barnabé. 


Exercice 4.18. Cléo emprunte 100 000 $ à la banque au taux effectif d’intérêt de 
71% par année. Elle remboursera ce prêt en faisant 10 paiements annuels. Le premier 
paiement au montant de À dollars est fait cinq ans après le prêt. Les paiements 
subséquents augmentent de 4% avec chaque année. Déterminer R. 
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Exercice 4.19. Alex emprunte 100 000 $ à la banque. Il remboursera son prêt 
en faisant 120 paiements mensuels, le premier ayant lieu un mois après le prêt. 
Le premier paiement est de 500 $ et les paiements subséquents augmentent de 
Q dollars avec chaque paiement. Si le taux d’intérêt est le taux nominal d’intérêt 
102) = 9% par année capitalisé à tous les mois, déterminer @. 


Exercice 4.20. Barnabé veut accumuler 50 000 $ en faisant 20 versements tri- 
mestriels dans un compte rémunéré au taux nominal d’intérêt 102) = 6% par an- 
née capitalisé mensuellement. Les 10 premiers sont au montant de R dollars et les 
10 derniers sont au montant de 2R dollars. Déterminer R. 


Exercice 4.21. Cléo a emprunté 15 000 $ à Danielle. Elle rembourse son prêt en 
faisant 3 paiements : le premier au montant de 5 000 $ est fait 3 mois après le prêt, 
le second au montant de X dollars est fait 6 mois après le prêt et finalement le 
troisième au montant de 7 000 $ est fait 15 mois après le prêt. Le taux d’intérêt de 
ce prêt est le taux effectif d’intérêt de 7% par année. Déterminer X. 


Exercice 4.22. Cicéron veut acheter une rente qui lui versera 30 versements, un à 
la fin de chaque semestre pendant 15 ans, le premier versement étant fait 6 mois 
après l’achat de la rente. Les versements semestriels pour une année sont égaux, 
les versements semestriels de la première année sont de 20 000 $ et, avec chaque 
année, ceux-ci diminuent de 4%. Si le taux d'intérêt est le taux nominal d’intérêt 
10) = 10% par année capitalisé à tous les semestres, quel montant Cicéron doit-il 
verser pour acheter cette rente ? 


Exercices non résolus 


Exercice 4.23. Alice emprunte 100 000 $ qu’elle remboursera en faisant des paie- 
ments mensuels égaux à la fin de chaque mois au montant de R dollars pendant 
5 ans et de 0,97 dollars pendant les 5 années suivantes. Le premier paiement est 
fait un mois après le prêt. Déterminer À en utilisant deux approches différentes si 
le taux d’intérêt est 


1. le taux effectif d’intérêt de 6% par année ; 
2. le taux nominal d'intérêt de 4% par année capitalisée semestriellement. 
Exercice 4.24. Bernard veut accumuler 200 000 $ en faisant des dépôts trimestriels 


pendant 25 ans. Les dépôts sont égaux au montant de À dollars. Déterminer À en 
utilisant deux approches différentes si le taux d’intérêt est 
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1. le taux effectif de 8% par année ; 


2. le taux nominal de 7% par année capitalisé mensuellement. 


Exercice 4.25. Céline a accumulé un capital de 500 000 $ avec lequel elle veut 
s’acheter une rente. Cette rente versera R dollars à la fin de chaque semestre pen- 
dant les cinq premières années et de 1,5 dollars à la fin de chaque semestre pen- 
dant les cinq années suivantes. Déterminer À en utilisant deux approches diffé- 
rentes si le taux d’intérêt est 


1. le taux effectif d'intérêt de 5% par année ; 
2. le taux nominal d’intérêt de 6% par année capitalisé trimestriellement ; 


3. le taux nominal d’intérêt de 4% par année capitalisé mensuellement. 


Exercice 4.26. Claire veut acheter une rente qui lui versera 40 versements, un à 
la fin de chaque trimestre pendant 10 ans, le premier versement étant fait 3 mois 
après l’achat de la rente. Les versements trimestriels pour une année sont égaux, 
les versements trimestriels de la première année sont de 10 000 $ et, avec chaque 
année, ceux-ci diminuent de 5%. Si le taux d’intérêt est le taux nominal d’intérêt 
iO = 8% par année capitalisé à tous les trimestres, quel montant Claire doit-elle 
verser pour acheter cette rente ? 


Exercice 4.27. Denis veut acheter une rente qui lui versera 40 versements, un à 
la fin de chaque semestre pendant 20 ans, le premier versement étant fait 6 mois 
après l’achat de la rente. Les versements semestriels pour une année sont égaux, 
les versements semestriels de la première année sont de 10 000 $ et, avec chaque 
année, ceux-ci diminuent de 100 $. Si le taux d’intérêt est le taux nominal d’intérêt 
i0) = 10% par année capitalisé à tous les semestres, quel montant Denis doit-il 
verser pour acheter cette rente ? 


Chapitre 5 


Rendement 


Dans une transaction financière, un investisseur engage des dépenses et recoit 
des recettes. Au moment de la décision d’engager les dépenses, l’investisseur peut 
bien évaluer ces dernières, mais ne peut qu’estimer les recettes de la transaction. 
Supposons que ces dépenses et ces recettes sont espacées également dans le temps 
et notons les recettes nettes par Ro, R1, Ro,..., Rh, c’est-à-dire R, désigne les 
recettes brutes de la k° période auxquelles nous soustrayons les dépenses engagées 
à la k° période. Si la valeur À4 est positive, alors les recettes brutes gagnées à la k° 
période sont supérieures aux dépenses engagées à la k° période. Par contre si la va- 
leur À, est négative, alors les recettes brutes gagnées à la k° période sont inférieures 
aux dépenses engagées à la k° période. Nous avons déjà étudié de telles situations 
pour les prêts. Mais ici nous considérons une situation plus générale dans laquelle 
il n’y à pas qu’un prêteur et un emprunteur, mais plutôt qu’un investisseur qui en- 
gagera des dépenses possiblement avec plusieurs personnes et gagnera des recettes 
pas nécessairement des mêmes personnes. Pour illustrer le concept, considérons un 
exemple. 


Exemple 5.1. Pour développer un nouveau produit et le mettre en vente, une petite 
compagnie devra débourser 80 000 $ au départ et ensuite 10 000 $ pour chacune 
des trois premières années. Le produit sera mis en vente à la quatrième année. 
Pour sa mise en vente, il faudra débourser 20 000 $ à la quatrième année. Ensuite 
les dépenses annuelles seront de 2 000 $ pour les cinq années suivantes. Nous 
pouvons estimer que le produit nous rapportera des recettes de sa vente à partir de la 
quatrième année et pour les six années suivantes. Ces recettes sont respectivement 
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12 000 $ pour la quatrième année, 30 000 $ pour la cinquième année, 40 000 $ 
pour la sixième année, 35 000 $ pour la septième année, 25 000 $ pour la huitième 
année, 15 000 $ pour la neuvième année et 8 000 $ pour la dixième année. Après 
ces dix années, le produit est retiré du marché. Nous avons ainsi le tableau suivant 
décrivant ce flux financier. 


Année | Dépenses | Recettes brutes | Recettes nettes Zi; 
0 80 000 0 -80 000 
1 10 000 0 -10 000 
2 10 000 0 -10 000 
3 10 000 0 -10 000 
4 20 000 12 000 -8 000 
5 2 000 30 000 28 000 
6 2 000 40 000 38 000 
7 2 000 35 000 33 000 
8 2 000 25 000 23 000 
9 2 000 15 000 13 000 
10 0 8 000 8 000 


Tableau 5.1 — Rendement 


Dans cette situation, la compagnie engagera des dépenses avec plusieurs per- 
sonnes (employés, fournisseurs, firmes de publicité, .) lors du développement du 
produit et de sa mise en vente et elle gagnera des revenus de la vente du produit à 
de nombreux clients. Nous voulons comparer différentes hypothèses de placement 
et le rendement, plus précisément le taux de rendement est nécessaire pour cela. 


Nous décrirons premièrement des situations pour lesquelles nous pouvons seule- 
ment estimer les recettes nettes et dans ce cas, nous obtiendrons un taux de rende- 
ment anticipé. Ultérieurement nous allons considérer la situation d’un fonds d’in- 
vestissement et calculer le taux de rendement réalisé sur une période, par exemple 
sur une année. 
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5.1 Taux de rendement 


La valeur actuelle des recettes nettes au taux d’intérêt : de l’investissement 
est notée 


(5.1) P(i) = Ro+Riv+Ron+ + Ron = NS Re où v—(1+i) |. 
k=0 


P(i) est une fonction de à et sa valeur pour un taux 4 donné peut être négative 
ou positive. Ici nous supposons que le taux d’intérêt à > —1, c’est-à-dire nous 
supposons que 7 est un nombre réel positif. 

Le taux de rendement est le taux d’intérêt à pour lequelle P(i) — 0. Rappelons 
que nous supposons que à > —1. Le taux de rendement peut être négatif, mais alors 
l'investisseur perd de l’argent comme nous le verrons plus tard. 


Exemple 5.2. Pour l’exemple 5.1, 


P(i) = —80 000 — 10 000v — 10 0001? — 10 0002? — 8 0001! + 28 0001? 
+ 38 0002 + 33 0007! + 23 0002 + 13 0007° + 8 000210. 


En utilisant, entre autres, soit la méthode de bissection soit celle de Newton- 
Raphson, il est possible de déterminer les racines réelles de P(i). Il y a exacte- 
ment deux racines réelles : à — —1,714 964 et i — 0,032 180. À cause de notre 
hypothèse, c’est-à-dire que le taux de rendement doit être > —1, nous obtenons 
qu’il y à un seul taux de rendement à: — 3,218% par année. 


Nous n’avons pas encore adressé le problème de savoir si le taux de rendement 
est bien défini. Il peut arriver qu’il existe plusieurs taux d’intérêt à > —1 qui font 
en sorte que P(i) = 0. Ceci n’est pas très surprenant puisque P(i) est en général 
un polynôme en v = (1+4i) ! et qu’il peut alors arriver que P(i) = 3%, Rx À 
puisse avoir plusieurs racines positives z possibles. Le fait que à soit > —1 est 
équivalent à demander que v = (1 +4)! soit > O. 


Exemple 5.3. Considérons la transaction financière dont le tableau des dépenses 
et recettes est donné au tableau 5.2. Alors P(i) — —400 + 8807 — 4831? et il est 
facile de calculer ses racines. Dans ce cas, il y a deux racines réelles : à = 5% et 
i — 15%. Ceci est un exemple d’une transaction financière pour laquelle il n’y a 
pas qu’un seul taux de rendement, mais deux. 
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Année | Dépenses | Recettes brutes | Recettes nettes 2; | 
0 400 0 -400 | 
1 0 880 880 | 
2 483 0 -483 | 


Tableau 5.2 - Multiplicité du taux de rendement 


Il est cependant possible d’énoncer des conditions suffisantes garantissant l’uni- 
cité du taux de rendement d’une transaction financière. Nous allons préalablement 
énoncer la règle des signes de Descartes. 


Proposition 5.1. (Règle des signes de Descartes) Soit P(x), un polynôme en x 
de degré n, c’est-à-dire P(x) = ant" + an_12"71 +2: + a1x + ao, dont les 
coefficients sont des nombres réels, c’est-à-dire a; € R pour 0 < à < n. Alors 


1. Le nombre de racines réelles positives de P(x) est plus petit ou égal au 
nombre de changement de signes dans la sous-suite des coefficients non nuls 
de la suite : an, An_1, :.., @2, @1, @o. 


2. Le nombre de racines réelles négatives de P(x) est plus petit ou égal au 
nombre de changement de signes dans la sous-suite des coefficients non nuls 
de la suite : (—1)"an, (—1)"-lan_1, ...,@2, —@1, @. 


Un changement de signes consiste en deux nombres consécutifs tels que soit le 
premier est < 0 et le deuxième est > 0 soit le premier est > 0 et le deuxième est 
< (0. 


Preuve. 1. Observons premièrement que si la suite des coefficients non nuls du po- 
lynôme Q(x) comporte k changements de signe et si & > 0, alors la suite des coef- 
ficients non nuls du polynôme (x — &) Q(x) comporte (k + 1 + 2m) changements 
de signe où m € N. En effet, nous pouvons supposer sans perte de généralités dans 
ce qui suivra que le coefficient de la plus grande puissance de x dans Q(x) est > 0. 
Si la suite des coefficients non nuls du polynôme Q(x) comporte # changements 
de signe, alors nous pouvons écrire 


k+1 Ni-1 


QR=Yy CN LS Gr 


i=1 j=ni+1 
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tel que n = no > M > No > +. > ng > Ngy1 = —1, bn,, > 0 pour 
tout à — 1,2,...,k +1etb; > 0 pour tout j — 0,1,2,...,n. Nous avons tout 
simplement regroupé les termes consécutifs qui sont de même signe ou nul. Nous 
obtenons ainsi que (x — a)Q(x) est égal à 


k Ni—1 
bat (1) 1 Ÿ 7 (5-1 abj)mf | — (bn, + abn,pi)r" tt 
i=1 j=ni+2 
nk 
ÉD)? DU — ab;)x? | — abo 

j=1 
Nous pouvons alors noter que b,, bn, + bn, +1; Ons + Qbno+1: + +; ny + An, +1 
sont des nombres réels positifs parce que b»,_, > 0 pour tout à = 1,2,...,k+1, 


b; > 0 pour tout j = 0,1,2,...,n et à > 0. Soit p, le plus petit entier positif 
tel b, 0. Donc la suite des coefficients non nuls de (x — a)Q(x) comprend les 
termes suivants : 


be (bob (be ob ED eos 
(—1) lab, 


En examinant cette suite, nous pouvons ainsi conclure que la suite des coefficients 
non nuls du polynôme (x — a)Q(x) comporte (k + 1+2m) changements de signe. 

Si nous considérons un polynôme P(x) ayant exactement r racines réelles po- 
sitives : a, @2, ..., @r, alors nous pouvons écrire P(x) = (x — a1)(x — a2)--: 
(x—a,)R(x), où R(x) n’a pas de racines réelles positives. Parce que R(x) n’a pas 
de racines réelles positives, nous pouvons affirmer que la suite de ses coefficients 
non nuls comporte un nombre pair de changements de signe ; sinon la suite de ses 
coefficients non nuls comporte un nombre impair de changements de signe et en 
comparant la valeur de R(x) pour x — 0 et x — ©, nous obtenons qu’il y a une 
racine positive. Ce qui est en contradiction avec notre hypothèse pour R(x). En 
utilisant l’observation précédente plusieurs fois, nous obtenons que la suite de ses 
coefficients non nuls du polynôme P(x) = (x — a1)(x — a2)...(x — a.) R(x) 
comporte (r + 2m) changements de signe où m € N. Ainsi, 1. est démontrée. 

2. est une conséquence de 1. en utilisant la règle des signes de Descartes au po- 
lynôme P(—x). En effet, une racine réelle négative de P(x) est une racine positive 
de P(—x). Si P(x) = an" + an_12" 1 +222 + a1x + ao, alors les coefficients de 
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P(-x) sont (—-1)"a», (—-1)" lan_1, ...,a2, —a1, ao. En utilisant 1., nous avons 
ainsi terminé la preuve. 


Exemple 5.4. Le polynôme P(x) = 2° — 2x? — 5x +6 = (x — 1)(x — 3)(x +2) 
a deux racines réelles positives : 1 et 3. La suite des coefficients non nuls de 
P(x) : 1,—2,-—5,6 comporte deux changements de signe : (1, —2) et (—5, 6). 
Pour ce qui est des racines réelles négatives, P(x) n’a qu’une seule racine réelle 
négative : —2. La suite des coefficients non nuls de P(—x) : —1,—2,5,6 com- 
porte un seul changement de signe : (—2, 5). Ceci illustre la règle des signes de 
Descartes. 


Corollaire 5.1. Si dans une transaction financière, il existe un nombre m tel que 
toutes les recettes nettes R; ont le même signe pour t < m et ont le signe opposé 
pour t > m, alors le taux de rendement est bien défini et est unique. 


Preuve. Au taux de rendement à, nous avons que la valeur actuelle des recettes 
nettes est 


P(i) = Ro+Riv+ Ron? +. +Rav"=0 où v=(1+i) 


Mais P(i) est un polynôme en z dont la suite des coefficients non nuls comporte 
un seul changement de signe par notre hypothèse. Aïnsi par la règle de signes de 
Descartes, P(i) a au plus une seule racine réelle positive comme polynôme en . 
Mais comme 


lim P(i) = Ro et lim P(i)ale même signe que À;, 
i—00 i——1+ 
ces deux limites sont de signes opposés et conséquemment P(i) a au moins une 
racine réelle positive comme polynôme en v. Nous obtenons que P(i) a exactement 
une racine réelle positive 0. Donc le taux de rendement existe et est unique. 


Le taux de rendement nous permet d’analyser et de comparer différentes op- 
portunités de placement. 


Remarque 5.1. Supposons que Ro < 0 et R, > 0, c’est-à-dire initialement l’in- 
vestisseur débourse un certain capital qui lui permettra d’engendrer des revenus 
plus tard. 
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1. Si le taux de rendement est unique et négatif, alors les recettes brutes sont 
strictement inférieures aux dépenses, c’est-à-dire l'investisseur perdra de l’ar- 
gent dans la transaction. 


2. Si le taux de rendement est unique et nul, alors les recettes brutes sont égales 
aux dépenses. 


3. Si le taux de rendement est unique et positif, alors les recettes brutes sont 
strictement supérieures aux dépenses, c’est-à-dire l’investisseur gagnera de 
l’argent dans la transaction. 


En effet, si à — 0, alors = 1 et P(0) = 5 \;_0 Rx. Ainsi P(0) est la somme 
des recettes brutes à laquelle nous soustrayons la somme des dépenses brutes. Par 
hypothèse, P(i) a un seul zéro sur l’intervalle ]—1, œl[. De plus lim;_,_1+ P(i) > 0 
et lim; P(i) = Ro < 0. Conséquemment si le taux de rendement est unique et 
négatif, alors P(0) < 0 et nous obtenons 1. Si le taux de rendement est unique 
et nul, alors P(0) = 0 et nous obtenons 2. Si le taux de rendement est unique et 
positif, alors P(0) > 0 et nous obtenons 3. 

Dans le cas où Ro > Det À} < 0, alors l’opposé se produit. Il suffit de procéder 
à une analyse identique à la précédente. 


Nous pouvons donner une autre condition suffisante pour l’unicité du taux de 
rendement. 


Proposition 5.2. Si Ro, R1, R2,...,R, désignent les recettes nettes d’une tran- 
saction, c’est-à-dire R} désigne les recettes nettes de la k° période. Supposons que 
à est un taux de rendement pour cette transaction. Si les valeurs 


Ba(i) = (Ro(1 + 5) + RQ + + Re 1(1 + à) + Rx) 
k 
SR + 
m=0 
pour k = 0,1,2,...,n — 1 sont tous soit > 0, soit < 0, et qu’au moins une de ces 


inégalités est strict, alors le taux de rendement à est unique. 


Preuve. Supposons que Bo(i) = Ro > 0, Bali) = Ro(i + i) + R1 > 0, , 
Bn-1(i) = (Ro(1 +) +R + + Rn-o(1 + à) + Rn-1) > 0. La 
preuve pour le cas où toutes ces valeurs sont < 0 est similaire et le lecteur pourra 
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facilement faire les ajustements nécessaires. Nous noterons par Bz(x) : la valeur 


k 
Be(x) = Ÿ Rn(l+2) 7. 
m=0 


Il est facile de noter que B441(x) = Bx(x)(1+x)+Rz41 lorsque 0 < k < (n—1). 
Premièrement supposons qu’il existe un autre taux de rendement j > à, alors 
Bo(i) = Ro < Ro = Bo(j); 
Bi(i) = Bo(i)( + à) + R1 < Bo(j)(1 + 5) + Ri = Bi(ÿ); 
Bo(i) = Bi(i)(1 + i) + Ro < Bi(5)( + 5) + Ro = Bo(j); 


) 
) 


Comme une des valeurs B}(i) est > 0 et que P(i) = B,(i) = 0 et P(5) = 
Bh(j) = 0, alors nous obtenons que 0 = P(i) < P(j) = 0. Ceci est absurde. 
Supposons maintenant qu’il existe un autre taux de rendement j < i, alors 


F Rai = Bn-1(5); 


Bn-1(i) = Bn-2(i)(1 ca i) + Rn-1 < Bn-2(j) 


(SE 
Bh(i) = Bn-1(i)(1 + i) + Ras Bas )(L 9 


Bo(i) = Ro 2 Ro = Bo(j); 
Bi(i) = Bo(i)(1 +) + Ri 2 Bo()(1 + 5) + Ri = Bi(5); 
Bo(i) = Bi(i)(1 + à) + Ro 2 Bi(5)( + 5) + Ro = Bo(j); 


) 
) 


Comme une des valeurs B;(i) est > 0 et que P(i) = B,(i) = 0 et P(5) = 
Bn(j) = 0, alors nous obtenons que 0 = P{i) > P(j) = 0. Ceci est absurde. 
Donc à est unique et ceci complète la preuve. 


F Rai = Bn-1(5); 
ER = BTE 


Bn-1(i) = By-2(i)(1 Te i) an Rn-1 > Bn-2(j) 
j 


(+ 
Bai) FF By-1(i)(l + i) + An > Be )( FT 


5.2 Réinvestissement 


Jusqu’à présent, nous avons implicitement supposé que les versements d’intérêt 
que le prêteur recevait de l’emprunteur était réinvesti au même taux d’intérêt que 
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le prêt. Mais ceci n’est pas toujours le cas. Il suffit de penser aux obligations négo- 
ciables pour lesquelles l’investisseur peut recevoir des versements d’intérêt sur une 
longue période de temps, période pendant laquelle les taux d’intérêt généralement 
varient. Nous allons maintenant étudier deux telles situations de réinvestissement et 
déterminer le taux de rendement dans chaque cas. Nous verrons ainsi que si le taux 
de réinvestissement est supérieur au taux d’intérêt de départ du prêt, alors le ren- 
dement sur la transaction sera augmenté ; par contre, si le taux de réinvestissement 
est inférieur au taux d'intérêt, alors le rendement sera diminué. 

Notre première situation est celle rencontrée lors de l’achat d’obligations né- 
gotiables achetées au pair. Nous reviendrons sur la théorie relative aux obligations 
négociables ultérieurement. Considérons ainsi un prêt de 1 $ pour n périodes de 
capitalisation. Le taux d’intérêt par période de capitalisation est r. Les versements 
d'intérêt de ce prêt sont remis par l’emprunteur au prêteur à la fin de chaque période 
de capitalisation. Le prêteur réinvestit ces versements d’intérêt au taux d’intérêt 7. 
La période de capitalisation pour ce taux de réinvestissement j coïncide avec la pé- 
riode de capitalisation du prêt. Après les n périodes de capitalisation, l’emprunteur 
rembourse le prêt de 1 $. Notons par X, le montant accumulé après n périodes de 
capitalisation. Si nous résumons, le prêteur verse 1 $ et après n périodes de ca- 
pitalisation, il aura accumulé X dollars. La transaction comporte pour le prêteur 
exactement une entrée et une sortie. Pour calculer le taux de rendement de cette 
transaction, 1l nous faut premièrement déterminer la valeur accumulée X. 

Nous avons tracé le diagramme d’entrées et sorties ci-dessous pour le calcul de 
la valeur accumulée X : 


Entrées: X 

| 

# 0 1 2 sui : 

| Î Î Î Î 
Sorties: r r 4 (l+r) 


Après ces n périodes de capitalisation, le montant accumulé X sera 
(5.2) X =1+rsa;. 


En effet, les versements de l’intérêt forment une annuité de fin de période au mon- 
tant de r dollars. Comme le taux de réinvestissement est j et que la période de 
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capitalisation pour ce taux correspond à la période de capitalisation de l’intérêt sur 
le prêt, nous obtenons que le montant accumulé par les versements de l’intérêt est 
TSnj: 

Notons que si r = j, alors le montant accumulé Xsera 


Ko I] 


X =1+rsmr =1+r = (1+r)", 
c’est-à-dire le montant accumulé lorsque 1 $ est placé au taux d’intérêt r. 

Notons le taux de rendement de la transaction ci-dessus par à par période de 
capitalisation des paiements d’intérêt. Nous avons donc par la définition de taux de 
rendement que 


(5.3) (+i) =l+rsy; = i=[1+7r sm] — 1. 


Il est facile de vérifier que si le taux de réinvestissement est égal au taux d’inté- 
rêt du prêt, c’est-à-dire r = 7, alors le taux de rendement est à = r. Ceci correspond 
effectivement à notre intuition. Il est aussi possible de montrer que le taux de ren- 
dement à est toujours compris entre les deux taux r et 7. 

Dans la seconde situation, le prêteur verse une annuité consistant en n paie- 
ments de 1 $, un à la fin de chaque période. Ces paiements sont rémunérés au taux 
d'intérêt r par période de paiement de l’annuité. Les versements d’intérêt sont eux 
réinvestis au taux de réinvestissement j dont la période de capitalisation coïncide 
avec celle des paiements de l’annuité. Notons par X : la valeur accumulée par les 
n paiements et le réinvestissement de l’intérêt sur ceux-ci après le n° versement 
de l’annuité. Si nous résumons, le prêteur verse n fois le montant de 1 $ et après 
n périodes de capitalisation, il aura accumulé X dollars. La transaction comporte 
pour le prêteur exactement une entrée et n sorties. 

Nous avons tracé le diagramme d’entrées et sorties ci-dessous pour le calcul de 
la valeur accumulée X. 


Entrées: X 

| 

t 0 1 2 3 4 n 

Î Î Î Î 
Sorties: r 2r 3r n+(n-1}r 
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Après ces n périodes de capitalisation, le montant accumulé X sera 


(5.4) X=n+r(isp;=n+r ut) 

En effet, le premier versement de 1 $ de l’annuité est fait à la fin de la première 
période. Il rapportera r dollars d’intérêt à la fin de la deuxième période de paiement. 
À ce moment, un second versement de 1 $ de l’annuité est fait. Les deux premiers 
paiements de l’annuité rapporteront 2r dollars d’intérêt à la fin de la troisième 
période de paiement. Nous pouvons continuer le processus ainsi. Nous aurons donc 
le diagramme ci-dessus pour les paiements de l’intérêt. Ces paiements forment une 
annuité croissante ayant n — 1 paiements dont le premier est r dollars et ceux-ci 
sont réinvestis au taux 7. Donc la valeur accumulée par cette annuité croissante sera 
r(i 8) -1 ;. La valeur accumulée sera donc les n paiements de 1 $ auxquels nous 
ajoutons la valeur accumulée de l'intérêt, à savoir r (Is) 

Notons que si r = j, alors le montant accumulé sera 


n—1|j° 


Snr — NN 


n+r (a =n+r| = 


| — Snr » 
c’est-à-dire le montant accumulé lorsque nous avons une annuité rémunérée au taux 
d'intérêt r. 

Notons le taux de rendement de la transaction ci-dessus par à. Nous avons tracé 
le diagramme d’entrées et sorties de cette transaction du point de vue du prêteur 
ci-dessous. 


Entrées: X 

| 

t O0 1 2 3 4 n 

Î Î Î Î | 

Sorties: 1 1 1 il il 
Nous avons donc 

(5.5) Smi=n+r Us); =n+r ut) . 
J 


Il est facile de vérifier que si le taux de réinvestissement est égal au taux d’in- 
térêt du prêt, c’est-à-dire r = j, alors le taux de rendement est à = r. Ceci cor- 
respond effectivement à notre intuition. Il est possible de montrer que le taux de 
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rendement à est toujours compris entre les deux taux r et j. Sir Æ j, alors nous 
pouvons obtenir + soit en utilisant la méthode de bissection ou encore la méthode 
de Newton-Raphson. Nous avons déjà discuté ces questions aux chapitres 2 et 3. 


Exemple 5.5. Des versements de 2 500 $ sont faits à la fin de chaque semestre (six 
mois) pendant 6 années. Ces versements sont rémunérés au taux nominal d’intérêt 
r@) = 8% par année capitalisé aux six mois. Les paiements d’intérêt eux peuvent 
être seulement réinvestis au taux nominal de réinvestissement j2) = 6% par année 
capitalisé aux six mois. Déterminons le montant accumulé après les six années et 
le taux nominal de rendement de cette transaction capitalisé aux six mois. 

Nous aurons donc n = 6 x 2 = 12 périodes de paiement. Le taux d’intérêt par 
période de paiement sera r = 8%/2 = 4% par 6 mois et le taux de réinvestissement 
j sera j = 6%/2 = 3% par 6 mois. Par l’équation (5.4), la valeur accumulée sera 


= 
2 500 [12 + 0,04 (Ts)15-n3%] = 2 500 12 Fan (ex) 


= 37 306,76 $. 


Si nous notons par i@), le taux nominal de rendement par année capitalisé aux 
six mois, et par à — (2) /2, le taux de rendement par 6 mois, alors nous aurons par 
l'équation (5.5) 


2 500 sx; = 37 306,76 — i—3,8799% — 0) = 7,759 8%. 


Nous pouvons noter que le taux nominal de rendement 12 = 7,759 8% est compris 
entre le taux de réinvestissement j (2) = 6% et le taux d'intérêt r (2) = 8%. 


Exemple 5.6. Adonias prête 10 000 $ à Barnabé et ce dernier a trois options pour 
rembourser ce prêt. Dans la première option, Barnabé rembourse Adonias en faisant 
un seul paiement après 5 ans. Dans la seconde option, Barnabé paie l'intérêt à 
chaque année pendant 5 ans et remet 10 000 $ à la fin de la cinquième année. 
Dans la troisième option, Barnabé fait 5 versements égaux à la fin de chaque année 
pendant 5 ans. Le taux d’intérêt pour ce prêt est de 8% par année. Adonias peut 
réinvestir ces versements de Barnabé au taux d’intérêt de 6% par année. Déterminer 
le taux de rendement pour Adonias de cette transaction pour chacune des options. 
Notons par i4 : le taux de rendement pour la k° option. 

Pour la première option, nous avons que la valeur accumulée du remboursement 
après 5 ans est 10 000 (1,08)° — 14 693,28 $ . Le taux de rendement 41 est tel que 
10 000 (1 + i1)° = 14 693,28 $. Alors à = 8% par année. 
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Pour la deuxième option, la valeur accumulée après 5 ans sera 10 000 [1 + 
(0,08)s36x] = 14 509,67 $. Le taux de rendement {2 est tel que 10 000(1 + i2)° = 
14 509,67 $. Alors i2 = 7,728 7% par année. 

Pour la troisième option, la valeur accumulée après 5 ans sera 


( 000 


_ ) saçx = 2 504,56 saçx = 14 118,46 8. 
58% 


Le taux de rendement 43 est tel que 10 000 (1 + i3)? — 14 118,46 $. Alors i3 = 
7,141 4% par année. 


Remarque 5.2. L'exemple 5.6 illustre bien l’effet du réinvestissement sur le taux 
de rendement. Dans la première option, le risque lié au réinvestissement n’existe 
pas et nous obtenons que le taux de rendement est le taux d’intérêt du prêt. Nous 
observons aussi que le plus rapidement que le prêt est remboursé, plus grand est 
l’effet du taux de réinvestissement sur Le rendement. La troisième option est celle où 
le prêt est remboursé le plus rapidement et, dans ce cas, l’écart entre le taux d’intérêt 
et le taux de rendement est le plus grand. Noter que si le taux de réinvestissement 
avait été plus grand que le taux d’intérêt du prêt, alors le taux de rendement aurait 
aussi été plus grand que le taux d’intérêt. 


5.3 Taux de rendement d’un fonds de placement 


Il est souvent nécessaire de déterminer le taux de rendement réalisé d’un fonds 
de placement dans lequel il y aura des dépôts et retraits plusieurs fois pendant une 
période. Il y aura aussi des versements d'intérêt plusieurs fois, souvent à intervalles 
irréguliers. Nous allons maintenant approximer ce taux de rendement en admettant 
quelques hypothèses. Fixons quelques notations. Notons par À : le montant dans le 
fonds au début de la période ; par B : le montant dans le fonds à la fin de la période ; 
par J : l'intérêt gagné pendant la période ; par C : le montant net versé ou retiré du 
fonds au temps + avec 0 < t < 1 (c’est-à-dire C4 > 0 si la contribution consiste 
en un dépôt et C4 < 0 si la contribution consiste en un retrait) ; par C : le montant 
net contribué pendant la période, c’est-à-dire C = Ÿ7,C;; par (1_syù : le montant 
d'intérêt gagné par 1 $ investi au temps { pour le reste de la période, c’est-à-dire 
pour une période de temps d’une durée (1 — t) et par à : le taux de rendement du 
fonds. Avec ces notations, nous avons une équation nous permettant de calculer 


174 Mathématiques financières 


l'intérêt J : 
(5.6) B=A+C+TIT, 


ainsi que le rendement 


(5.7) I=iA+ Y, Cr ap. 
t 


Nous ferons maintenant quelques hypothèses pour obtenir une équation pour le 
taux de rendement i. Supposons maintenant que l'intérêt est de l'intérêt composé 
pour toute la période, c’est-à-dire (1_4)ù = (1+ à)! Ÿ — 1. En substituant ceci dans 
l'équation (5.7), alors nous obtenons 


(58) I=i4+) [+ *-1]=i4+) (+ t-C. 
t 


Dans cette équation (5.8), À, 1, C, C4 et les t pour lesquels C4 Z 0 sont connus. 
Nous cherchons à déterminer le taux 2. En d’autres mots, il nous faut déterminer à 
est tel que 


(5.9) IA+TŸ CG(+i) Ti -C-1=0. 
t 


Il est possible de déterminer ce taux à en utilisant soit la méthode de bissection, 
soit la méthode de Newton-Raphson. Nous avons déjà discuté ces questions aux 
chapitres 2 et 3. 

Il est cependant facile d’obtenir une approximation du taux de rendement à 
en supposant que l'intérêt est simple plutôt que composé. Dans ce cas, {1_4yù — 
(1 — t) à et en substituant ceci dans l’équation (5.8), nous obtenons alors 


I 
à AFTCG EE" 


(5.10) IRiA+HŸ G(-ti = à 
t 


Nous pouvons interpréter cette formule de la façon suivante : Z est l’intérêt gagné 

pendant la période et A + 7, C; (1 —t) est le montant moyen investi dans le fonds 
durant la période. Notre hypothèse que l’intérêt est simple nous permet seulement 
d’approximer la valeur de 5. Cette approximation est d’autant plus juste que les 
contributions nettes C4 sont petites par rapport au montant À initialement dans le 
fonds. 
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Il est possible d’obtenir une approximation encore plus simple en supposant 
que les contributions C; sont uniformément distribuées pendant la période. Ceci 
nous permet de remplacer toutes les contributions par une seule au montant de C 
dollars faite au milieu de la période, c’est-à-dire à t — 1/2. Conséquemment nous 
avons 

I 21 


‘Ÿrcû-0/2)  24+0 


et nous obtenons l’approximation suivante 


Le 21 nn : 
HARIB=AET), AT 


(5.11) 


Cette dernière formule est très souvent utilisée. Sa simplicité en est la raison. 


Si plutôt que d’être uniformément distribuées, les contributions nettes avaient 
lieu en moyenne au moment k avec 0 < k < 1, alors 


. I . I 
FEES tbe D 


et nous aurions 


Exemple 5.7. Déterminons le taux effectif de rendement pendant une année pour 
une compagnie d'assurance avec les données du tableau 5.3 : 


Actif au début de l’année 45 000 000 $ 
Revenus des primes 5 000 000 $ 
Revenus bruts d’investissement | 2 000 000 $ 
Indemnités versées 1 750 000 $ 
Dépenses d’investissement 80 000 $ 
Autres dépenses 300 000 $ 


Tableau 5.3 — Rendement 


176 Mathématiques financières 


Avec ces données, nous obtenons 


A = 45 000 000 $, 

B = (45 000 000 + 5 000 000 + 2 000 000 — 1 750 000 — 80 000 — 300 000) 
— 49 870 000 $, 

I = 2 000 000 — 80 000 = 1 920 000 $. 


Dans ce dernier cas, il nous faut soustraire les dépenses d’investissement des reve- 
nus bruts d’investissement. Donc 


2(1 920 000) 


45 000 000 + 49 870 000 — 1 920 000 : 7 


i 


Le taux de rendement est pondéré par le capital investi. [Il donne une mesure du 
rendement pour un investissement. Mais dans certains cas, nous voulons évaluer un 
fonds d’investissement sans que le capital investi n’influence notre évaluation. Il y 
a un autre indicateur : le taux de rendement pondéré par le temps. 

Supposons qu’il y a (m—1) contributions nettes C3 (dépôts ou retraits) pendant 
la période (par exemple pour une année), C, est la contribution nette au moment ty 
pour & = 1,2,...,(m—1). Notons par B, : le solde du fonds avant la contribution 
Cy pour k = 1,2,...,(m — 1); Bo : le solde du fonds au début de la période : 
By : le solde du fonds à la fin de la période. Posons aussi Co = 0. Alors le taux 
de rendement pondéré par le temps, noté par à ci-dessous, est défini par 


(5.12) (+5) =(1+3%)(1+ 52)... (1+ 5m), 
où B 
; k 
1 + = our 1 < k < m. 
Br Cri P 


Illustrons par un exemple le calcul du taux de rendement usuel et celui pondéré par 
le temps. 


Exemple 5.8. Le 1° janvier, un fonds d’investissement a comme solde 250 000 $. 
Le 1° juin, sa valeur est maintenant de 280 000 $ et 50 000 $ sont déposés dans le 
fonds. Le 1° octobre, la valeur du fonds a diminué et n’est plus que de 310 000 $. 
Un retrait est alors fait de 60 000 $. Le 1° janvier de l’année suivante, le solde du 
fonds est de 265 000 $. Nous pouvons approximer le taux de rendement pondéré par 
le capital en utilisant l’équation (5.10). Les contributions nettes ont lieu à seulement 
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deux moments : { — 5/12 et 9/12 correspondant respectivement au 1° juin et au 1° 
octobre. Les contributions nettes pour chacun de ces moments sont respectivement 
50 000 $ et - 60 000 $. Dans ce cas, À = 250 000 $ , B = 265 000 $ , C = 
50 000 — 60 000 — —10 000 $ et conséquemment 7 = B — A—C = 25000$. 
En substituant ceci dans l’équation (5.10), nous obtenons que le taux de rendement 
usuel est (approximativement) 


25 000 
250 000 + 50 000 [1 — (5/12)] — 60 000[1 — (9/12)] 


— 9,464%; 


alors que si nous considérons le taux de rendement pondéré par le temps i, nous 


avons 
dre 280 000 310 000 265 000 
7 (250 000 280 000 + 50 000 310 000 — 60 000 


= 1,115 2485 


Donc le taux de rendement pondéré par le temps est à — 11,525%. 


Remarque 5.3. Dans l’exemple 5.8, nous pouvons noter que le taux de rendement 
pondéré par le temps est plus grand que le taux de rendement usuel. La raison tient 
au fait que le dépôt de 50 000 $ le 1°* juin est fait au début d’une période défavorable 
à l’investisseur et qu’en plus le 1° octobre le retrait de 60 000 $ est fait au début 
d’une période favorable à l’investisseur. Ce taux de rendement pondéré par le temps 
mesure plus la performance du fonds plutôt que les choix de l’investisseur. 


Lorsqu'il s’agit de prendre une décision pour un investisseur sur la façon d’in- 
vestir un certain capital deux méthodes sont utilisées. La première méthode a re- 
cours au taux de rendement, alors que la seconde a plutôt recours à la valeur actuelle 
nette. 

Dans la première méthode, le décideur fixe un seuil acceptable pour le taux de 
rendement. Il considère ensuite toutes les alternatives d’investissement pour les- 
quelles le taux de rendement est plus grand ou égal au seuil acceptable fixé. Il 
ordonne les alternatives retenues selon leurs taux de rendement et investit le capital 
en commençant avec l’alternative ayant le plus haut taux de rendement et en consi- 
dérant les alternatives suivantes selon l’ordre décroissant du rendement. Il investit 
ainsi son capital. 

Dans la seconde méthode, le décideur fixe un seuil acceptable à pour le taux 
de rendement. Il calcule ensuite la valeur actuelle nette P(i) pour chacune des 
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alternatives d’investissement à ce seuil. I rejette les alternatives pour lesquelles la 
valeur actuelle nette est négative et ne considère que les alternatives pour lesquelles 
P(i) est positive. Parmi celles-ci, il alloue les fonds parmi celles dont la valeur 
actuelle nette P(i) est maximale. 

Dans ce qui précède nous avons choisi le point de vue d’un prêteur. Dans le cas 
d’un emprunteur, le choix fonctionne dans la direction opposée. Il faut choisir le 
taux de rendement le plus bas. 


Exercices résolus 


Exercice 5.1. (f) Un prêt sera remboursé au moyen de n paiements périodiques au 
montant de X chacun et le taux d’intérêt par période pour ce prêt est r . Lorsque 
le prêteur recoit ses paiements périodiques, il les réinvestit à un taux d’intérêt 7. 
Déterminer le taux de rendement à de cette transaction pour le prêteur et comparer 
à avec r et 7. 


Exercice 5.2. Barnabé prête 50 000 $ à Clovis. Ce dernier rembourse Barnabé en 
lui versant 24 paiements mensuels, un à la fin de chaque mois pendant 2 ans. Le 
premier paiement a lieu un mois après que Barnabé ait fait le prêt à Clovis et est 
d’un montant de R dollars. Les montants suivants augmentent de R/11 dollars avec 
chaque paiement jusqu’au douzième paiement. Les douze derniers paiements sont 
tous égaux et au montant de 27 dollars. Le taux d'intérêt pour ce prêt est le taux 
nominal &(12) = 9% par année capitalisé à tous les mois. 


1. Déterminer À. 


2. Si Barnabé réinvestit ces paiements dans un fonds de placement rémunéré au 
taux nominal 412) = 6% par année capitalisé à tous les mois, déterminer le 
taux annuel de rendement de cette transaction pour Barnabé après le dernier 
paiement de Clovis (c’est-à-dire après 2 ans). 


Exercice 5.3. Cicéron prête ZL dollars à Denis. Ce dernier rembourse son prêt à 
Ciceron en lui versant 16 paiements trimestriels, le premier ayant lieu trois mois 
après le prêt. Les quatre premiers paiements sont de 2 000 $, les 8 paiements sui- 
vants sont de 3 000 $ et les 4 derniers sont de 4 000 $. Le taux d’intérêt du prêt est 
le taux nominal d'intérêt (4) = 8% par année capitalisé à tous les trois mois. 


1. Déterminer le montant L du prêt. 
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2. Lorsqu'il reçoit les paiements de Denis, Cicéron les réinvestit dans un pla- 
cement rémunéré au taux nominal d'intérêt à) = 6% par année capitalisé 
à tous les 3 mois, déterminer le taux effectif annuel de rendement de cette 
transaction pour Cicéron après le dernier paiement de Denis. 


Exercice 5.4. Clovis prête L dollars à Daniel. Ce dernier rembourse son prêt à 
Clovis en lui versant 36 paiements mensuels, le premier ayant lieu un mois après le 
prêt. Les huit premiers paiements sont de 1 000 $, les 12 paiements suivants sont 
de 2 000 $ et les 16 derniers sont de 4 000 $. Le taux d’intérêt du prêt est le taux 
nominal d'intérêt à(12) = 6% par année capitalisé à tous les mois. 


1. Déterminer le montant L du prêt. 


2. Lorsqu'il reçoit les paiements de Daniel, Cicéron les réinvestit dans un pla- 
cement rémunéré au taux nominal d'intérêt 4112) = 8% par année capitalisé à 
tous les mois, déterminer le taux effectif annuel de rendement de cette tran- 
saction pour Clovis après le dernier paiement de Daniel. 


Exercice 5.5. Ernest prête L dollars à Fernande. Celle-ci rembourse son prêt à Er- 
nest en lui versant 7 paiements semestriels, le premier ayant lieu deux ans après le 
prêt. Les trois premiers paiements sont au montant de 5 000 $ chacun et les quatre 
derniers sont au montant de 4 000 $ chacun. Lorsqu'il reçoit les paiements de Fer- 
nande, Ernest les réinvestit dans un placement rémunéré au taux effectif d’intérêt 
de 5% par année. Le taux effectif annuel de rendement de cette transaction pour 
Ernest après le dernier paiement de Fernande est de 4% par année. 


1. Déterminer le montant accumulé dans le placement d’Ernest immédiatement 
après le dernier paiement de Fernande. 


2. Déterminer L. 


Exercice 5.6. Dalida a emprunté L dollars à Ernest au taux effectif d’intérêt de 6% 
par année. Dalida rembourse son prêt en faisant 3 versements : 2 000 $ à la fin de 
la 2° année, 4 000 $ à la fin de la 3° année et 1 000 $ à la fin de la 6° année. Ernest 
réinvestit les paiements de Dalida dans un placement rémunéré au taux effectif 
d'intérêt de 7% par année jusqu’à la fin de la 6° année. 


1. Déterminer le montant L emprunté. 


2. Déterminer le taux de rendement de ce placement (prêt et réinvestissement) 
pour Ernest. 
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Exercices non résolus 


Exercice 5.7. Clémence achète une rente qui lui versera 72 versements, un à la fin 
de chaque mois pendant 6 ans, le premier versement étant fait 1 mois après l’achat 
de la rente. Les versements mensuels pour une année sont égaux, les versements 
mensuels de la première année sont de 2 000 $ et, avec chaque année, ceux-ci 
augmentent de 4%. Elle paie 132 500 $ pour cette rente. Lorsqu'elle recoit ses 
versements mensuels, elle garde 1 000 $ et réinvestit la différence au taux nominal 
de réinvestissement de j(12) = 3% par année capitalisé mensuellement. Le 1 000 $ 
qu’elle garde n’est pas réinvesti. Déterminer le taux effectif de rendement de cette 
transaction après 6 ans. 


Exercice 5.8. Albert veut accumuler un fonds de 100 000 $ à la fin de la vingtième 
année avec des dépôts égaux de À dollars au début de chaque année. Les dépôts 
sont rémunées au taux effectif d’intérêt de 7% par année, mais l’intérêt est réinvesti 
au taux effectif d’intérêt de 5% par année seulement. Déterminer R. 


Exercice 5.9. Anastasia prête à Bertrand L dollars au taux effectif d’intérêt à — 9% 
par année. Ce dernier rembourse son prêt en faisant des paiements de 5 000 $ trois 
ans après le prêt, 4 000 $ six ans après le prêt et 1 000 $ huit ans après le prêt. 
Anastasia réinvestit ces versements au taux effectif d'intérêt j — 6% par année. 
Déterminer le taux de rendement de cette transaction (prêt et réinvestissement) à la 
fin de la 8° année pour Anastasia. 


Exercice 5.10. Le solde dans un fonds le 1° janvier est 75 000 $. Le 1° mai, le 
fonds vaut 78 500 $ et vous déposez 5 000 $. Le 1° octobre, la valeur du fonds 
est de 95 500 $ et vous retirez 7 500 $. Finalement, le fonds vaut 90 000 $ le 
31 décembre. 


1. Déterminer le taux de rendement pondéré par le temps de ce fonds pendant 
cette période. 


2. Déterminer le taux de rendement pondéré par le capital de ce fonds pendant 
cette période si nous supposons que chaque mois a le même nombre de jours, 
à savoir 30 jours, et qu’une année a 360 jours, c’est-à-dire que nous utilisons 
la convention « 30/360 » pour Le temps écoulé, et que l’intérêt est simple. 


3. Déterminer le taux de rendement pondéré par le capital de ce fonds pendant 
cette période si nous calculons précisément le nombre de jours, c’est-à-dire 
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que nous utilisons la convention « actuel/actuel » pour le temps écoulé, et que 
l'intérêt est simple. 


4. Déterminer le taux de rendement pondéré par le capital de ce fonds pendant 
cette période si nous supposons que chaque mois a le même nombre de jours, 
à savoir 30 jours, et qu’une année a 360 jours, c’est-à-dire que nous utilisons 
la convention « 30/360 » pour le temps écoulé, et que l’intérêt est composé. 


5. Déterminer le taux de rendement pondéré par le capital de ce fonds pendant 
cette période si nous calculons précisément le nombre de jours, c’est-à-dire 
que nous utilisons la convention « actuel/actuel » pour le temps écoulé, et que 
l'intérêt est composé. 


Nous décrirons plus tard les conventions « 30/360 » et « actuel/actuel ». 


Exercice 5.11. André prête 50 000 $ à Béatrice au taux effectif d'intérêt à — 7% 
par année. Cette dernière rembourse son prêt en faisant 16 paiements semestriels, 
le premier étant fait 1 an après le prêt. Lorsqu'il recoit les paiements semestriels de 
Béatrice, André réinvestit « pour cent du montant de chacun de ces paiements dans 
un placement rémunéré au taux nominal d’intérêt de j(2) = 4% par année capitalisé 
semestriellement et le (100 — &) pour cent restant du montant de chacun de ces 
paiements n’est pas réinvesti. Déterminer « pour que le taux nominal de rendement 
de cette transaction pour André soit 6% par année capitalisé semestriellement après 
le dernier paiement de Béatrice. 


Exercice 5.12. David a emprunté L dollars à Éric au taux effectif d’intérêt de 8% 
par année. David rembourse son prêt en faisant 4 versements : 2 000 $ à la fin de la 
2° année, 3 000 $ à la fin de la 3° année, 5 000 $ à la fin de la 6° année et 1 000 $ 
à la fin de la 7° année. Éric réinvestit les paiements de David dans un placement 
rémunéré au taux effectif d’intérêt de 6% par année jusqu’à la fin de la 7° année. 


1. Déterminer le montant L emprunté. 


2. Déterminer le taux de rendement de ce placement (prêt et réinvestissement) 
pour Éric. 


Exercice 5.13. Le solde d’un fonds de placement est de 100 000 $ le 1° janvier. 
Le 1% mars, le fonds vaut 110 000 $ et vous déposez 5 000 $. Le 1° novembre, la 
valeur du fonds est de 125 000 $ et vous retirez 15 000 $. Finalement, le fonds vaut 
105 000 $ le 31 décembre. 
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1. Déterminer le taux de rendement pondéré par le temps de ce fonds pendant 
cette période. 


2. Déterminer le taux de rendement pondéré par le capital de ce fonds pendant 
cette période si nous supposons que chaque mois a le même nombre de jours, 
à savoir 30 jours, et qu’une année a 360 jours, c’est-à-dire que nous utilisons 
la convention « 30/360 » pour le temps écoulé, . 


Exercice 5.14. Béatrice prête 50 000 $ à Clémence. Celle-ci rembourse son prêt 
sur une période de 10 années en faisant 20 paiements semestriels, les 5 premiers 
au montant de À dollars, les 10 suivants au montant de 2R dollars et les 5 derniers 
au montant de R dollars. Le premier paiement est fait six mois après le prêt. Le 
taux d’intérêt de ce prêt est le taux effectif d’intérêt de 7% par année. Lorsqu'elle 
recoit les versements de Clémence, Béatrice les réinvestit complètement dans un 
placement dont le taux d’intérêt est le taux nominal d’intérêt de 4% par année 
capitalisé trimestriellement. Déterminer le taux de rendement de cette transaction 
sur cette période de 10 ans pour Béatrice. 


Chapitre 6 


Amortissement et fonds 
d’amortissement 


Lorsqu'un prêt est remboursé par une série de paiements, ceux-ci comportent 
une portion qui correspond à l’intérêt et une portion qui correspond au rembour- 
sement d’une partie du principal prêté. La description de chacune de ces portions 
constituera la première partie de ce chapitre. La seconde partie portera sur l’étude 
des fonds d’amortissement. Dans ce cas, tout en payant régulièrement l'intérêt sur 
le prêt, l’emprunteur accumule le montant du remboursement du principal em- 
prunté dans un fonds, dit fonds d'amortissement. 


6.1 Amortissement 


Considérons un prêt au montant de am; remboursé par n paiements de 1 $. 
Le taux d’intérêt est à par période de paiement. Chacun de ces paiements de 1 $ 
consiste en une portion d’intérêt et une portion de remboursement du montant prêté. 
Cette séparation est ce qui est appelé l’amortissement du prêt. Nous allons main- 
tenant décrire chacune de ces portions dans un cadre plus général que seulement 
celui pour lequel tous les paiements sont constants comme ci-dessus. 

Nous allons premièrement décrire le solde restant d’un prêt à un moment 
donné. Ce solde peut être obtenu de façon prospective en considérant la valeur ac- 
tuelle des paiements du prêt à venir ou encore de façon rétrospective en soustrayant 
de la valeur accumulée par le principal prêté la valeur accumulée des paiements déjà 
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faits. Nous noterons le solde restant immédiatement après avoir fait le k° paiement 
du prêt par B4. Bien entendu peu importe que nous procédions prospectivement ou 
rétrospectivement, nous obtiendrons la même valeur dans le calcul du solde restant 
By immédiatement après le k° paiement. Si nous devons déterminer le solde restant 
à un autre moment qu’immédiatement après un paiement, il suffit alors de procéder 
prospectivement ou rétrospectivement. 


Exemple 6.1. Anatole emprunte 8 529,27 $ au taux effectif d’intérêt de 5% par 
année auprès de Barnabé et il remboursera ce prêt par 5 paiements. Le premier 
paiement aura lieu à la fin de la première année et sera au montant de 1 000 $, le 
second sera de 2 000 $ à la fin de la deuxième année, le troisième sera de 2 000 $ 
à la fin de la troisième année, le quatrième sera de 3 000 $ à la fin de la quatrième 
année et finalement le cinquième sera de 2 000 $ à la fin de la cinquième année. Le 
diagramme d’entrées et sorties est tracé ci-dessous. 


Entrées: 8 529,27 
| 


ft 0 ‘ 
Sorties: 1 000 2 000 ») 


Si nous procédons prospectivement, le solde restant B3 immédiatement après 
le 3° paiement est 


B3 = 3 000(1,05)-! + 2 000(1,05) ? = 4 671,20 $, 
alors que si nous procédons rétrospectivement, ce solde restant B3 est 
B3 = 8 529,27(1,05)* — 1 000(1,05)? — 2 000(1,05)! — 2 000 — 4 671,20 $. 


Ainsi pour le prêt au montant de am; au taux d’intérêt à par période de paiement 
et remboursé par n paiements de 1 $, alors nous obtenons que le solde restant B4 
immédiatement après avoir fait le k° paiement est 


(6.1) Be = api = ami (1 +) — sp. 


Le terme a}; dans cette équation correspond à la façon prospective de déterminer 
le solde restant B,. En effet, après avoir fait le k° paiement, il ne nous reste plus 
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que (n — k) paiements de 1 $ à venir et la valeur actuelle de ces paiements est 
dpi Le terme ar: (1 + 5)F — S7,; dans cette équation correspond à la façon 
rétrospective de déterminer le solde restant. En effet, nous soustrayons de la valeur 
accumulée am; (1 + i)" du montant prêté am; après k périodes de capitalisation la 
valeur accumulée s;,, des paiements de 1 $ faits jusqu’au et incluant le k* paiement. 


Exemple 6.2. Un prêt sera remboursé par 16 paiements trimestriels. Les dix pre- 
miers paiements sont de 5 000 $ et les six derniers sont de 6 000 $. Ces paie- 
ments sont faits à la fin de chaque trimestre, le premier étant fait trois mois après 
le prêt. Si le taux d’intérêt est le taux nominal i® = 12% par année capitalisé à 
tous les trimestres, déterminons le solde restant B7 du prêt immédiatement après le 
7e paiement de façon prospective ainsi que de façon rétrospective. 

Si nous procédons de façon prospective, nous obtenons que le solde restant B7 
immédiatement après le 7° paiement est 


Br = 5 000 az3x, + 6 000 ag3x, (1,03) 7% = 43 888,04 $. 


En effet, il nous faut déterminer la valeur actuelle des paiements à venir après le 
7° paiement, c’est-à-dire trois paiements de 5 000 $ correspondant aux &, 9 et 
10° paiements et les six derniers paiements au montant de 6 000 $. 

Si nous procédons de façon rétrospective, il nous faut premièrement déterminer 
le montant prêté L. Nous avons 


L = 5 000 axg3x + 6 000 ag3 (1,03) 71° = 66 836,41 $. 
Alors le solde restant B7 immédiatement après le 7° paiement est 
B3 = 66 836,41(1,03)" — 5 0005337, — 43 888,04 $. 


En effet, 66 836,41(1,03)° représente la valeur accumulée du montant prêté après 
7 périodes de capitalisation et 5 000 53, est la valeur accumulée des 7 premiers 
paiements faits. 


Déterminer les portions d’intérêt et de remboursement du principal de cha- 
cun des paiements est important tant pour le prêteur que pour l’emprunteur. Par 
exemple, ces deux portions ne sont pas nécessairement traitées fiscalement de la 
même manière. Nous allons maintenant déterminer chacune de ces portions. Il y 
a différentes approches pour déterminer ces deux portions. Supposons que À, dé- 
signe le k° paiement du prêt, Bz_1 désigne le solde restant immédiatement après le 
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(k — 1)° paiement, c’est-à-dire au début de la période se terminant par le k° paie- 
ment, B4 désigne le solde restant immédiatement après le k° paiement et 7; désigne 
la portion d’intérêt du k° paiement, alors nous avons dans une première approche 
que la portion de principal remboursé du k° paiement est (B;_1 — B;) et la portion 
d'intérêt du k° paiement est 7x — Rx — (Bx-_1 — By). Dans une seconde approche, 
plutôt que calculer la portion de principal remboursé et ensuite la portion d’inté- 
rêt, nous inversons l’ordre de calcul. La portion d’intérêt 7; du k° paiement est le 
montant d'intérêt sur le solde restant B;-_1 pour toute la période se terminant par le 
k° paiement et la portion de principal remboursé dans le k° paiement est Rx — 1%. 
Pour le calcul de 7x, il suffit de procéder comme nous l’avons fait précédemment 
selon la capitalisation de l’intérêt et son type : taux effectif d’intérêt, taux nominal 
d'intérêt, taux effectif d’escompte ou encore d’autres types. 

Pour illustrer ces principes, nous pouvons considérer le cas d’un prêt dont le 
remboursement est fait par des paiements constants en fin de période. Aïnsi pour 
le prêt au montant de a; au taux d’intérêt à par période de paiement et remboursé 
par n paiements de 1 $, alors le solde restant du prêt au début de la k° période, 
c’est-à-dire immédiatement après le (k — 1)° paiement, est B;_;. L'intérêt à être 
remboursé à la fin de cette k° période sera à Bx-_1. Si R est le k° paiement, nous 
aurons que le principal remboursé avec le k° paiement sera (R — iBy_;). Le solde 
restant du prêt après avoir fait ce k° paiement sera 


By = By-_1 — (R — À Bÿ=1) = (1 + i) By-1 — R. 


Dans cette formule, (R — iBx%_) est la portion du k° paiement correspondant au 
principal remboursé. 

Il est donc possible de construire une table d’amortissement indiquant pour 
chaque paiement la portion correspondant à l'intérêt ainsi que celle correspondant 
à la partie du principal remboursé. De plus nous pouvons aussi indiquer le solde 
restant du prêt après chaque paiement. La table 6.1 est la table d’amortissement 
pour le prêt de ax: dollars remboursé en faisant n paiements de 1 $ à la fin de 
chaque période de capitalisation pendant n périodes et pour lequel le taux d’intérêt 
est à par période de capitalisation. 

Nous allons illustrer ceci dans un exemple. 


Exemple 6.3. Considérons un prêt de 50 000 $ remboursé par 8 versements annuels 
au montant de 8 373,39 $ chacun. Le taux d’intérêt de ce prêt est le taux annuel 
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Période | Paiement Portion Portion de | Solde restant 
d'intérêt principal Bx 
0 di 
: SN n 
1 1 ami = l — L V (TE 
_ 7 _,n-1l n—1l 
7) 1 an; = lv V (um, P 
: LL n—2 n—2 
3 1 145, = l—v 7 (cum E 
; _ 1 _,n-k+1 n—k+1 
k 1 ii — 1 V V dy; 
M ep nes 2 2 
n—1 1 143; = 1-7 2 AT; 
n 1 ia, = 1-7 2 0 


Tableau 6.1 — Table d'amortissement 


à = 7% par année. Nous avons construit la table d'amortissement 6.2 de ce prêt à 
la page suivante. 

Nous pouvons illustrer quelques-uns des calculs. Par exemple, si nous voulons 
déterminer le solde restant immédiatement après le 3° paiement. Il ne nous reste 
plus après le 3° paiement que cinq paiements au montant de 8 373,39 $ et ainsi 
nous obtenons de façon prospective que le solde restant B3 — 8 373,39 axzy, — 
34 332,55 $ . Si nous voulons calculer la portion d’intérêt du 4° paiement, alors elle 
est égale à à B3 = (0,07) (34 332,55) = 2 403,28 $ . La portion de remboursement 
du principal est 8 373,39 — 2 403,28 = 5 970,11 $ , c’est-à-dire le montant versé 
auquel nous soustrayons la portion d’intérêt. 

La portion de principal du 6° paiement est égale à 


B5s — B6 = 8 373,39ag7x, — 8 373,39ap7x, = 21 974,42 — 15 139,24 
= 6.835,18 $ 


et la portion d’intérêt du 6° paiement est égale à 8 373,39 - 6 835,18 = 1 538,21 $. 


Les mêmes principes s’appliquent lorsque la période de capitalisation de l’inté- 
rêt ne coïncide pas avec la période de paiement de l’annuité qui permet de rembour- 
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Période | Paiement | Portion | Portion de | Solde restant 
d'intérêt | principal By 
50 000,00 
8 373,39 | 3 500,00 | 4873,39 | 45 126,61 
8 373,39 | 3 158,86 | 5 214,53 39 912,08 
8 373,39 | 2 793,85 | 5 579,54 34 332,55 
8 373,39 | 2 403,28 | 5970,11 28 362,44 
8 373,39 | 1 985,37 | 6388,02 | 21 974,42 
8 373,39 | 1 538,21 | 6 835,18 15 139,24 
8 373,39 | 1 059,75 | 7 313,64 7 825,60 
8 373,39 547,79 | 7 825,60 0,00 


Ha nn +R SD || © 


Tableau 6.2 — Table d’amortissement de l’exemple 6.3 


ser le prêt. Dans ce cas, nous pouvons procéder comme au chapitre 4 en détermi- 
nant premièrement le taux d’intérêt équivalent dont la période de capitalisation est 
celle de paiement. Mais nous pouvons aussi déterminer la table d'amortissement en 
développant la théorie. C’est ce que nous ferons maintenant. 


Ainsi considérons un prêt remboursé par une annuité constante de fin de pé- 
riode et pour lequel la période de capitalisation de l’intérêt est plus courte que la 
période de paiement de l’annuité qui permet de rembourser le prêt. Supposons qu’il 
y a k périodes de capitalisation de l’intérêt dans une période de paiement de l’an- 
nuité et que la durée du prêt est de n périodes de capitalisation. Conséquemment 
le prêt est remboursé par (n/k) paiements. Notons le taux d’intérêt par période de 
capitalisation par i. Si le prêt au montant de a;/s7,, dollars est remboursé par des 
paiements de 1 $ à la fin de chacune des périodes de paiement de l’annuité (celle-ci 
consiste en k périodes de capitalisation de l’intérêt), alors nous pouvons calculer le 
solde restant, les portions d’intérêt et de principal remboursé du m° paiement de la 
façon suivante. Le m° versement du prêt a lieu après mk périodes de capitalisation 
de l’intérêt. Il nous restera alors (n/k) — m paiements de 1 $ à faire. La durée de 
cette partie restante du prêt en période de capitalisation de l’intérêt sera n — mk. 
Prospectivement nous obtenons que le solde restant du prêt immédiatement après 
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avoir fait le m° paiement sera 


A—.. 
(6.2) Bi = RE 

SHi 
Ceci est la valeur actuelle de l’annuité consistant en ((n/k) — m) paiements de 1 $ 
faits à des intervalles de k périodes de capitalisation. La portion d’intérêt du m° 
versement est 


Le +yt 1] a pen | 
SAi 
En effet, le solde restant B,,-_1 au début de la m° période de paiement, c’est-à-dire 
le solde restant immédiatement après le (m — 1)° paiement, est 
Be | 
Si 

Comme il y a k périodes de capitalisation dans une période de paiement, alors 
l'intérêt à règler au m° paiement sera [(1 + &)* — 1] multiplié par le solde restant 
Bm-1 du début de cette période. Ainsi la portion d’intérêt du m° paiement est 


Ÿ= LV (m1) 


et conséquemment la portion de principal remboursé du m° paiement est 


1 Gt el LL 7 ue à 


De tout ce qui précède, nous obtenons la table d’amortissement 6.3. 


Exemple 6.4. Considérons un prêt de 15 000 $ remboursé par 6 versements annuels 
au montant de 3 719,18 $ chacun. Le taux d’intérêt de ce prêt est le taux nominal 
302) = 12% par année capitalisé à tous les mois, c’est-à-dire 1% par mois. Nous 
avons construit la table d'amortissement 6.4 de ce prêt. 

Nous pouvons illustrer comment certaines de ces valeurs sont obtenues. Par 
exemple le solde restant après le 3° paiement est 


3 719,18 301% = 8 829,11 $. 
S121% 


La portion d'intérêt du 4° paiement est 8 829,11[(1,01)12 — 1] = 1 119,75 $ et la 
portion de principal remboursé du 4° paiement est 3 719,18 - 1 119,75 = 2 599,43 $. 
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Période de Paiement Portion Portion de | Solde restant 
capitalisation d'intérêt principal 

0 Ami/Sp; 

k Il 1-2" hs an=pi/ Sp 
2k 1 1 — pk vn—k Qi) Si 
3k l eo DPF | an-smi/Spi 
mk 1 1— pyn—(m—1)k pa (m-1)k QE :/88: 

n—k Il 1 — v2k De an;/Sx 

n 1 12" vÀ 0 


Tableau 6.3 — Table d'amortissement 


Considérons un prêt remboursé par une annuité constante de fin de période et 
pour lequel la période de capitalisation de l’intérêt est plus longue que la période 
de paiement de l’annuité qui permet de rembourser le prêt. Supposons qu’il y a 
m périodes de paiement de l’annuité qui permet de rembourser le prêt dans une 
période de capitalisation de l’intérêt et que la durée du prêt est de n périodes de ca- 
pitalisation de l’intérêt. Conséquemment le prêt est remboursé par mn paiements. 
Notons le taux d'intérêt par période de capitalisation par 1. Si le prêt au montant de 
at) dollars est remboursé par des paiements de (1/m) dollars à la fin de chacune 
des périodes de paiement de l’annuité, alors nous pouvons calculer le solde res- 
tant après le k° paiement, ainsi que les portions d’intérêt et de remboursement du 
principal de ce k° paiement. Le k° paiement a lieu à t — k/m périodes de capitali- 
sation. La durée du prêt pour les périodes qui restent est alors n — (k/m) périodes 
de capitalisation. Il nous reste donc à payer (nm — k) versements de (1/m) dollars 
à la fin de tous les (1/m)° fractions de périodes de capitalisation. Nous pouvons 
ainsi conclure en utilisant l’approche prospective que le solde restant après le k° 
paiement du prêt est 


__. (m) 
HD = 
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Période Paiement | Portion | Portion de | Solde restant 
capitalisation d'intérêt | principal 
0 15 000,00 
12 3719,18 | 1 902,37 | 1 816,81 13 183,19 
24 3719,18 | 1 671,96 | 2 047,22 11 135,97 
36 3719,18 | 1 412,32 | 2 306,86 8 829,11 
48 3719,18 | 1 119,75 | 2 599,43 6 229,68 
60 3 719,18 790,08 | 2 929,10 3 300,58 
72 3 719,18 418,60 | 3 300,58 0,00 


Tableau 6.4 — Table d'amortissement de l’exemple 6.4 


Nous obtenons que la portion d’intérêt du k° paiement de (1/m) dollars est 


«(m) 
14 ga] 2 
[ +) = D/mi m | n-@-D/mli 


[1 ” pn=(t-1/)] 


; 
m 


parce que (1+5)(1/") 21 = 500) /5n par définition d'équivalence de taux d’intérêt 
et parce que 
n—((&—1)/m)li i(m) 


Finalement la portion du principal remboursé du k° paiement de 1/m dollars est 


1 


m mm mm 


[1 À pr=((-1/r)] Eau) 


La table d'amortissement dans ce cas est la table 6.5. 
Nous allons maintenant illustrer ceci dans un exemple. 


Exemple 6.5. Considérons un prêt de 10 000 $ remboursé par 12 versements men- 
suels égaux. Le taux d'intérêt de ce prêt est le taux nominal (4) — 12% par année 


192 Mathématiques financières 


Période | Paiement Portion Portion de Solde 
d’intérêt principal restant 
= ua 
1/m 1/m (1—v")/m v°]m a 
2/m 1/m Gr Q/m)) /m vi C7) /m a m)i 
3/m 1/m Gr @/m))/m DE) Jr ae i 
re CS CRUE SES 
n=Q/m) 1m | Gr m)ym | mm | 4 
n l/m GA —vm)/m VI ]m L 


Tableau 6.5 — Table d'amortissement 


capitalisé à tous les trois mois. Il est facile d’obtenir le montant À du versement 
mensuel. En effet nous avons l’équation de valeur suivante à la date de comparai- 
son t = 0: 


0,03 
& 
0,029 704 902 11| 43% 


10 000 = 3R a = 10000 — 3R | 


parce que le taux d’intérêt par période de capitalisation est 3%, que le taux nominal 
d'intérêt (3) — 2,970 490 211% et, comme nous l’avons vu au chapitre 4, que 


(3) 0,03 . 
ai 0,029 704 902 11] 13% 


Conéquemment À — 887,94 $. La portion d'intérêt à payer au k° paiement sera le 
solde restant après le (k — 1)° paiement multiplié par 4%) /3 — 0,029 704 902 11/3. 
Nous avons maintenant tous les éléments pour établir la table d’amortissement de 
ce prêt. La table 6.6 est cette table d’amortissement. Noter que les entrées ont été 
arrondies dans cette table. 
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Période | Paiement | Portion | Portion de | Solde restant 
d'intérêt | principal By 
0 10 000,00 
1/3 837,94 99,02 788,92 9 211,08 
2/3 837,94 91,20 796,73 8 414,35 
1 887,94 83,32 804,62 7 609,73 
4/3 887,94 75,35 812,59 6 797,14 
5/3 887,94 67,30 820,63 5 976,51 
2 837,94 59,18 828,76 5 147,75 
713 887,94 50,97 836,96 4 310,79 
8/3 887,94 42,68 845,25 3 465,53 
3 837,94 34,31 853,62 2611,91 
10/3 887,94 25,86 862,07 1 749,84 
11/3 887,94 17,33 870,61 879,23 
4 887,94 8,71 879,23 0,00 


Tableau 6.6 — Table d'amortissement de l’exemple 6.5 


Remarque 6.1. Dans tous les cas précédents, nous pouvons observer que la suite 
des portions de principal remboursé est en progression géométrique lorsque le prêt 
est remboursé par une annuité constante de fin de période. Ainsi si nous connaissons 
la portion de principal remboursé pour un paiement, alors nous pouvons déterminer 
la portion de principal remboursé pour tous les autres paiements en accumulant 
ou escomptant selon le cas cette portion le nombre de périodes séparant les deux 
paiements. 


Exemple 6.6. Reprenons le prêt de l’exemple 6.1 et construisons sa table d’amor- 
tissement. Dans ce cas, il nous faut construire récursivement la table d’amortis- 
sement. Nous pouvons déterminer comme à l’exemple 6.1 le solde restant im- 
médiatement après chaque paiement. Connaissant ces soldes restants, il est alors 
facile de calculer les portions d’intérêt et de principal remboursé de chaque paie- 
ment. Nous allons illustrer ceci en calculant les portions d’intérêt et de principal 
du 4° paiement. Nous avons vu à l’exemple 6.1 que le solde restant immédiate- 
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ment après le 3° paiement est B3 — 4 671,20 $. Alors la portion d’intérêt du 
4 paiement est Z4 — (0,05)B3 = (0,05)(4 671,20) = 233,56 $ et la portion 
de principal remboursé du 4° paiement est 3 000,00 - 233,56 = 2 766,44 $. 


Période Paiement | Portion | Portion de | Solde restant 
capitalisation d'intérêt | principal 
0 8 529,27 
1 1 000,00 | 426,46 573,54 | 7 955,73 
2 2 000,00 | 397,79 1 602,21 6 353,52 
3 2 000,00 | 317,68 1 682,32 4 671,20 
4 3 000,00 | 233,56 2 766,44 1 904,76 
5 2 000,00 95,24 1 904,76 0,00 


Tableau 6.7 — Table d'amortissement de l’exemple 6.6 


Exemple 6.7. Un prêt de 6 000 $ est remboursé par 6 versements annuels aux mon- 
tants respectivement de 396,14 $, 792,28 $, 1 188,42 $, 1 584,56 $, 1 980,70 $ et 
2 376,84 $. Il s’agit d’une annuité croissante dont le premeir paiement est de 
396,14 $ et ayant 6 paiements. Le taux d’intérêt est 8% par année. Cet exemple 
présente ce qui est appelé de l’amortissement négatif au premier paiement. L’in- 
térêt accumulé après la première année est 6 000(0,08) = 480 $, alors que le premier 
paiement au montant de 396,14 $ est insuffisant pour règler complètement le mon- 
tant d’intérêt. La conséquence de ceci est que le solde restant du prêt augmente 
après le premier paiement. Il n’y a pas d'amortissement négatif pour les autres 
paiements. 


La table 6.8 est la table d'amortissement de ce prêt. 


Remarque 6.2. L’exemple 6.7 illustre le fait que ce qui est payé premièrement 
dans chaque paiement lors du remboursement d’un prêt est l’intérêt du. Ensuite 
si le paiement est supérieur au montant d’intérêt du, alors le solde restant diminue. 
Par contre, si le paiement est inférieur au montant d’intérêt du, alors le solde restant 
augmente. 
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Période de | Paiement | Intérêt | Intérêt | Portion de | Solde restant 
capitalisation à payer | payé principal 
0 6 000,00 
1 396,14 | 480,00 | 396,14 -83,86 6 083,86 
2 792,28 | 486,71 | 486,71 305,57 5 778,29 
3 1 188,42 | 462,26 | 462,26 726,16 5 052,13 
4 1 584,56 | 404,17 | 404,17 | 1 180,39 3 871,74 
5 1 980,70 | 309,74 | 309,74 | 1 670,96 2 200,78 
6 2 376,84 | 176,06 | 176,06 | 2 200,78 0,00 


Tableau 6.8 — Table d'amortissement de l’exemple 6.7 


6.2 Fonds d’amortissement 


Nous allons maintenant étudier une autre situation, celle des fonds d’amortisse- 
ment. Pour certains prêts, l’emprunteur remboursera le principal prêté par un seul 
versement après une période fixée et versera à intervalles réguliers l’intérêt sur le 
prêt. Dans de telles situations, le prêteur exige parfois de l’emprunteur qu’il ac- 
cumule dans un fonds appelé fonds d’amortissement le principal prêté. Certaines 
obligations de corporation ont ce type de provision. Nous allons étudier de telles 
transactions pour lesquelles les versements dans le fonds d'amortissement sont faits 
sous la forme d’une annuité. 

L'intérêt sur le prêt dans la situation décrite précédemment est payé régulière- 
ment, mais aucun principal n’est remboursé. Le montant accumulé dans le fonds 
d’amortissement peut à tout moment servir à rembourser une partie du principal 
prêté. Conséquemment nous pouvons considérer que le montant net du prêt est 
le principal prêté initialement auquel nous soustrayons la valeur accumulée dans 
le fonds d’amortissement. Ceci joue un rôle similaire au solde restant dans l’amor- 
tissment. 

Nous pouvons aussi construire une table pour le fonds d’amortissement. Dans 
ce qui suivra, nous supposerons que la période des paiements d’intérêt du prêt coïn- 
cide avec la période de paiement dans le fonds d’amortissement. Nous supposerons 
que ces paiements ont toujours lieu en fin de période. Un prêt de 1 $ est remboursé 
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par un versement de 1 $ après n périodes de paiement de l’intérêt et des verse- 
ments d’intérêt au montant de à dollars sont faits à la fin de chaque période de 
paiement. Le taux d’intérêt du prêt est à par période de paiement de l’intérêt. Un 
fonds d’amortissement est mis en place pour rembourser le principal prêté de 1 $ 
après les n périodes de paiement de l’intérêt. Ce fonds est rémunéré au taux d’in- 
térêt j par période de paiement et n versements au montant de 1/s3; dollars sont 
faits à la fin de chacune des périodes de paiement de l’intérêt. Nous obtenons ainsi 
la table 6.9 pour le fonds d'amortissement. 


Pér. | Intérêt | Versement Intérêt Valeur Montant 
payé dans le gagné par accumulée net du 
fonds le fonds dans le fonds fonds 

0 1 

1 i 1/57 0 1/5 1 — (1/S;) 

2 î 1/57 j/Sn; 83;/Sn5 1—(s5;/sn;) 

3 L l/Sn5 | JS3;/Sn5 53/8 1 (53/55) 

k î l/Sn5 | JSr-n;/Sn5 | Saj/Snj 1—(s3;/Sn5) 

jsEa | i 1/57; 8 -a;/ Sn S-1;/Sn 1 (=1;/Sn;) 
n i 1/87; JS1;/Sn5 1 0 


Tableau 6.9 — Table d’un fonds d'amortissement 


Illustrons cette construction dans un cas particulier. 


Exemple 6.8. Un prêt de 25 000 $ est remboursé par un versement de 25 000 $ 
dans 10 ans et des versements annuels d’intérêt faits à la fin de chacune de ces dix 
années. Le taux d’intérêt du prêt est de 8% par année. Ainsi le prêteur paiera à 
chaque année 25 000 (0,08) = 2 000 $ en intérêt. De plus un fonds d’amortissement 
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est mis en place pour accumuler le 25 000 $ en faisant 10 versements annuels 
égaux au même moment que les paiements de l’intérêt. Ce fonds est rémunéré au 
taux d'intérêt de 6% par année. Conséquemment si À est le montant des versements 
annuels dans le fonds d’amortissement, nous avons l’équation 


25 000 = R s6x R = 1 896,70 $. 


Donc les versements annuels dans le fonds d'amortissement sont au montant de 
1 896,70 $. 


Pér. | Intérêt | Versement Intérêt Valeur Montant 

payé dans le gagné par | accumulée net du 

fonds le fonds | dans le fonds fonds 
0 25 000,00 
1 | 2000,00 | 1 896,70 0,00 1 896,70 23 103,30 
2 | 2000,00 | 1 896,70 113,80 3 907,20 21 092,80 
3 | 2 000,00 | 1 896,70 234,43 6 038,33 18 961,67 
4 | 2000,00 | 1 896,70 362,30 8 297,33 16 702,67 
5 | 2000,00 | 1 896,70 497,84 | 10 691,87 14 308,13 
6 | 2 000,00 | 1 896,70 641,51 | 13 230,09 11 769,91 
7 | 2000,00 | 1 896,70 793,81 | 15 920,59 9 079,41 
8 | 2000.00 | 1 896,70 955,23 | 18 772,53 6 227,47 
9 | 2000,00 | 1 896,70 1126,35 | 21 795,58 3 204,42 
10 | 2 000,00 | 1 896,70 1 307,73 | 25 000,00 0,00 


Tableau 6.10 — Table du fonds d’amortissement de l’exemple 6.8 


Les mêmes principes peuvent être utilisés lorsque les périodes de paiement de 
l'intérêt du prêt ne coïncident pas avec celles des versements dans Le fonds d’amor- 
tissement. En général, le taux d’intérêt j auquel le fonds d’amortissement est rému- 
néré est inférieur ou égal au taux d’intérêt du prêt. Il est rare que l’emprunteur soit 
capable d’accumuler un capital dans le fonds d’amortissement à un taux d’intérêt 
supérieur à celui du prêt. 
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Nous pouvons aussi déterminer la valeur actuelle des versements correspondant 
au total du paiement d’intérêt du prêt et du paiement dans le fonds d’amortissement. 
Considérons premièrement un prêt de Z dollars remboursé selon la méthode du 
fonds d’amortissement, c’est-à-dire pour lequel n versements d’intérêt au montant 
de iL chacun sont faits à la fin de chaque période correspondant au taux d’intérêt à 
par période de paiement et n dépôts au montant de L/s;; chacun sont faits dans un 
fonds d’amortissement rémunéré au taux d’intérêt j à la fin de chaque période de 
façon à accumuler ZL dollars après n périodes de paiement. Dans ce cas, à chaque 
période, l’emprunteur versera au total 

iL + _ 
Sj 
dollars. 

Si nous considérons maintenant le cas particulier d’un prêt L pour lequel le 
total du paiement d’intérêt du prêt et du paiement dans le fonds d’amortissement 


est de 1 $, alors 
1 


Fee 
PT 
Snj 


Nous noterons par y; ; ce montant prêté L. Il s’agit donc de la valeur actuelle 
d’une annuité consistant en des paiements de 1 $ à la fin de chaque période pour n 
périodes telle que la fraction 


pe 


(Gi +(1/sn5)) 


du paiement de 1 $ est le montant d'intérêt payé sur le prêt à chaque période et la 


fraction 
(L/Sn5) 
(Gi +(1/sn5)) 

du paiement de 1 $ est le montant versé dans le fonds d’amortissement à chaque 
période. 

Nous pouvons calculer cette valeur actuelle a; ; en terme de la valeur ac- 
tuelle usuelle d’une annuité de la façon suivante. Par ce qui précède et l’équa- 
tion (3.4) du chapitre 3, nous avons 


1 1 


Ani&i — : î | É I j 
2 + — EP — 
Sri j An 
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Finalement nous obtenons 


= Qi 

. PRIT TEE Dons 

Exemple 6.9. Si nous reprenons la situation de l’exemple 6.8, nous avons vu qu’à 
chaque année le prêteur versait 2 000 $ en intérêt et 1 896,70 $ dans un fonds 
d’amortissement, soit un total de 3 896, 70 $. Si nous utilisons l’équation (6.3), nous 
aurions aussi pu obtenir ce total. En effet, notons la somme du paiement d’intérêt 
et du paiement dans le fonds d’amortissement par À. Nous avons alors l’équation 
de valeur suivante à la date de comparaison t = 0: 


25 000 
ATG8% & 6% 
Mais 
AT6% 7,360 087 051 


MA8%E6% — 1 + (0,08 — 0,06) aTü6% [14 (0,08 — 0,06) (7,360 087 051) 
— 6,415 686 786. 


Donc 
25 000 


— 6215686 786 — 220,70 .. 


Nous allons maintenant étudier la situation lorsque le taux d’intérêt à du prêt est 
égal au taux d’intérêt j du fonds d’amortissement. Il y a dans ce cas une équivalence 
entre la table d’amortissement d’un prêt et celle du fonds d’amortissement. Nous 
serons plus précis dans ce qui suivra. Revenons donc à notre situation d’un prêt de 
1 $ remboursé par un versement de 1 $ après n périodes de paiement de l’intérêt et 
dont les versements d’intérêt au montant de à dollars sont faits à la fin de chaque 
période de paiement. Le taux d’intérêt du prêt est à par période de paiement de 
l'intérêt. De plus un fonds d’amortissement est établi pour rembourser le principal 
prêté de 1 $ après les n périodes de paiement de l’intérêt. Ce fonds est rémunéré 
au taux d’intérêt j = à par période de paiement et n versements au montant de 
1/8; dollars sont faits à la fin de chacune des périodes de paiement de l'intérêt. 
Dans cette situation, l’intérêt gagné par le fonds d’amortissement peut être déduit 
du paiement de l’intérêt du prêt pour connaitre le montant net d’intérêt payé. Ainsi 


200 Mathématiques financières 


le montant net d’intérêt payé au k° paiement est 


fe) _ ismi —ispm _ (A+) -1] -[1+i)%7 -1 


i—i — = 
Sri Sri Sri 


1= (1 4 À RE : l= pk +1 


(1 + Were Ari 


Mais ceci est la portion d’intérêt payé du k° paiement selon la méthode d’amortis- 
sement d’un prêt de 1 $ par n paiements égaux et dont le taux d’intérêt est à. En 
effet, le montant de ces paiements est 1/ax; et, comme nous l’avons vu, la portion 
d'intérêt du k° paiement est alors 


(1 . mi PE) 
Ai | 


De même, le montant net du prêt après le k° paiement dans la situation du fonds 
d'amortissement décrite ci-dessus est égal au solde restant du prêt après le k° paie- 
ment. En effet, ce montant net est 


Sp _ Smisg _[Q+i)-1]-[(+i)"-1] 


1 == == - 
Sri Sri (1+i)7 —1 
(enr CRT, TOP. 
(1+iÿr —1 1—(1+i)" Ami 


Mais ceci est le solde restant après le k° paiement selon la méthode d’amortissement 
d’un prêt de 1 $ par n paiements égaux et dont le taux d’intérêt est 1. 

Rappelons aussi que, dans la situation du fonds d’amortissement décrite ci- 
dessus, la somme À du montant d’intérêt payé et du versement dans le fonds 
d’amortissement faits à chaque période est obtenue de l’équation de valeur 


1 


Ani& j 


1=Ramig; R = 


De l’équation (6.3), nous obtenons alors que ai& j = ami Si à — j. Conséquem- 
ment la somme du montant d’intérêt payé et du versement dans Le fonds d’amortis- 


sement faits à chaque période est 
1 


Ai 
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Mais ceci est aussi le paiement fait à chaque période dans la situation de l’amortis- 
sement ci-dessus. 
Nous allons maintenant illustrer ceci. 


Exemple 6.10. Considérons un prêt de 5 000 $ remboursé par 5 paiements annuels 
égaux de 1 352,85 $ à la fin de chaque année pendant 5 ans. Le taux d’intérêt du 
prêt est 11%. La table d’amortissement est présentée à la table 6.11. 


Période Paiement | Portion | Portion de | Solde restant 
capitalisation d'intérêt | principal 
0 5 000,00 
1 1 352,85 | 550,00 802,85 4 197,15 
2 1 352,85 | 461,69 891,16 3 305,99 
3 1 352,85 | 363,66 989,19 2 316,80 
4 1 352,85 | 254,85 1 098,00 1 218,80 
5 1352,85 | 134,07 1 218,78 0,00 


Tableau 6.11 — Table d'amortissement de l’exemple 6.10 


Si nous considérons le même prêt de 5 000 $ remboursé par un seul paie- 
ment de 5 000 $ après 5 ans et des paiements annuels de l’intérêt au montant de 
5 000(0,11) = 550 $ pendant 5 ans. En plus, un fonds d’amortissement rémunéré 
au taux effectif de 11% par année est établi dans lequel est versé à la fin de chaque 
année un montant de 802,85 $. C’est le montant nécessaire pour obtenir 5 000 $ 
après 5 ans. Nous pouvons maintenant décrire la table du fonds d’amortissement. 
Nous avons ajouté une colonne correspondant au montant d’intérêt net, c’est-à-dire 
l'intérêt versé à chaque année auquel nous soustrayons le montant d’intérêt gagné 
dans le fonds d’amortissement à chaque année. 

Nous pouvons alors noter que les entrées dans la colonne correspondant à la 
portion d'intérêt de la table 6.11 sont les mêmes que les entrées dans celle corres- 
pondant à l’intérêt net de la table 6.12. La même remarque vaut pour les entrées 
dans la colonne du solde restant de la table 6.11 et celles de la colonne du montant 
net du prêt de la table 6.12. De plus, la somme de l’intérêt payé et le versement dans 
le fonds d'amortissement dans la situation du fonds d’amortissement pour chaque 
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Pér. | Intérêt | Versement Intérêt Intérêt Valeur Montant 
payé dans le gagné par net accumulée net du 
fonds le fonds dans le fonds fonds 
0 5 000,00 
1 | 550,00 802,85 0,00 550,00 802,85 4 197,15 
2 | 550,00 802,85 88,31 461,69 | 1 694,01 3 305,99 
3 | 550,00 802,85 | 186,34 363,66 | 2 683,20 2 316,80 
4 | 550,00 802,85 | 295,15 254,85 | 3 781,20 1 218,80 
5 | 550,00 802,85 | 415,93 134,07 | 5 000,00 0,00 


Tableau 6.12 — Table du fonds d'amortissement de l’exemple 6.10 


période : 550 $ + 802,85 $ = 1 352,85 $ est bien égale au montant payé 1 352,85 $ 
selon la méthode d’amortissement. 


Il est important de comprendre les concepts de l’amortissement et du fonds 
d’amortissement. Il ne suffit pas de mémoriser les tables décrites précédemment. 
Ces dernières ne sont valables que si tous les paiements sont égaux et à intervalles 
réguliers. Pour une situation plus complexe, il est alors nécessaire de revenir aux 
principes de base. 


6.3 Cartes de crédit 


Les institutions financières et certaines entreprises émettent des cartes de crédit. 
Il s’agit de prêts revolving sans nantissement, c’est-à-dire le crédit est reconstitué 
avec les remboursements et il n’est pas nécessaire de déposer un bien pour garantir 
le prêt. Les taux d'intérêt pour ces prêts sont en général plus élevés que sur les prêts 
nantis. Le prêteur s’engage à chaque mois de payer le plus élevé soit d’un montant 
fixe, soit d’un pourcentage fixe du solde restant. Il est aussi possible dans le cas 
où le montant le plus élevé est le pourcentage du solde restant que ce montant soit 
arrondi au dollar le plus près. Pour des achats facturés sur le compte de la carte de 
crédit et, si la facture est complètement règlée à la fin du mois, alors aucun intérêt 
n’est imposé à ce prêt ; par contre, si elle n’est pas complètement règlée à la fin du 
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mois, alors l’intérêt sera imposé à compter du second mois sur le solde restant du 
mois précédent. Dans le cas d’avances de fonds, l’intérêt est imposé à compter de 
la date de l’avance. 


Exemple 6.11. Considérons un compte de carte de crédit pour lequel le taux d’in- 
térêt est le taux nominal 412) — 18% par année capitalisé à tous les mois et le 
paiement minimal est le plus élevé soit de 10 $, soit de 2% du solde restant. Anne 
fait un achat de 800 $, qu’elle facture sur son compte de carte de crédit. Elle ne 
versera que le paiement minimal pour rembourser cette dette et ne fera aucun autre 
achat, ni avance de fonds sur cette carte de crédit. La table 6.13 constitue le début 
de la table d’amortissement de ce prêt. 


Mois | Paiement | Portion | Portion de | Solde 
d'intérêt | principal | restant 


0 800,00 
1 16,00 0,00 16,00 784,00 
2 15,68 11,76 3,92 780,08 
3 15,60 11,70 3,90 776,18 
4 15,52 11,64 3,88 772,30 
5 15,45 11,58 3,87 768,43 


Tableau 6.13 — Table d'amortissement de l’exemple 6.11 


Supposons qu’un prêt de L dollars est fait sur une carte de crédit suite à un 
achat, qu'aucun autre achat ou avance de fonds n’est fait par la suite. Nous al- 
lons supposer que le taux d’intérêt par mois est 4, que le paiement minimal est le 
plus élevé soit du montant fixe m dollars, soit de la fraction fixe r du solde res- 
tant du prêt. Nous voulons considérer l’amortissement de ce prêt en supposant que 
l’emprunteur remboursera son prêt en ne versant que le paiement minimal. Nous 
n’allons pas étudier exhaustivement toutes les possibilités mathématiques de cette 
situation, mais plutôt nous restreindre qu’aux cas rencontrés de nos jours pour les 
comptes de carte de crédit. Plus précisément nous supposerons que à < r. Notons 
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que sii > r, alors il est facile de vérifier que le solde restant du prêt augmen- 
tera avec les paiements si l’emprunteur ne verse que le paiement minimal requis. 
Pour rembourser son prêt, l’emprunteur doit nécessairement payer plus que le paie- 
ment minimal requis dans ce cas. Donc dans ce qui suivra, nous supposerons que 
Dérere TLm0 

Notons par B, : le solde restant du prêt immédiatement après le n° paiement. 
Nous voulons déterminer le nombre de paiements nécessaires pour rembourser ce 
prêt, le montant total des paiements et le montant total d’intérêt. Bo = L. Il nous 
faut considérer différentes situations : 

1. rL > m, c’est-à-dire que le paiement minimal pour le premier mois est rL ; 

2. rL < m, c’est-à-dire que le paiement minimal pour le premier mois est m. 

Nous allons premièrement considérer le cas rL = rBo > m. À la fin du 
premier mois, le paiement minimal est r B, et le solde restant immédiatement après 
le 1% paiement est B1 — Bo — r Bo = (1 — r)Bo. Pour le 2° mois, le paiement 
est r B; en supposant que rB1 = r(1 — r)Bo > m, alors que l'intérêt dû est 
iB1 et conséquemment le solde restant immédiatement après le 2° paiement est 
B2 = Bi —(rB; —-iB1) = (1—-r+i)(1—-7r)Bo. Pour le 3° mois, le paiement est 
r B2 en supposant que rB2 = r(1 — r)(1 —r +i)Bo > m, alors que l'intérêt dû 
est i B2 et conséquemment le solde restant immédiatement après le 3° paiement est 
B3 = B2—(rB2—iB2) = (1—r+1)2(1—7r)Bo. Ainsi pour tout entier n € N'tel 
que n > 2etr(1—r)(1—r+i)" 2L > m, alors B, = (1-r+i)" 1(1-r)L. Nous 
obtenons donc sir(1—r)(1—r+4)""ÎL > mque Bh41 = (1—-r+i)"(1-r)L < 
(—r+i1(1 -r)L = B, et lorsque n croît, alors B, décroît et à un certain 
point, nous n’aurons plus la condition rB, = (1—r+4i)"-1(1-7r)L > m. Notons 
par n’ : le plus grand entier tel rB,1_1 > m. Donc rB, < m et nous pouvons 
déterminer cet entier. En effet, nous avons B, = (1 — r +i)*-1(1 — r)Bo pour 
n < n/ par ce qui précède et conséquemment 


rfi r + (1 r)L <m<r(l—r+i)2(1-r)L. 


En utilisant la fonction logarithme, il est facile de déterminer n”/. De ce qui précède, 
nous avons 


(-r+i"t< <(i-r+i) 2 


- r(-r)L 
et, comme (1 —r+i) < 1,1In(1 —r +i) < 0 et nous avons les inégalités 


W-DnG-r+9 < | } <= 2in(r +5 


r(l—r)L 
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Si nous notons par | | : la fonction plafond, i.e, [x] est le plus petit entier n tel que 
n > x, par exemple [1,75] — 2, alors nous obtenons 


_ Mel. 


| m(1 —r+i) | 


Il faut noter ici que les inégalités 


m 


nn") <0 et In(1—-r+i) <0 


ont comme conséquence que n/ > 2. 
Nous avons que r By < met Byryi = By — (m—iBy) = (1+1)B;y — m. 
Dans ce cas, nous pouvons noter que rB,y11 < m, car 


r((L+i)By —m) <(1+ijm—rm=(1+i-7r)m < m. 


Donc si B,y+1 > 0, alors Byrio = By — (m—iBn41) = (1+i)By41 — m = 
(1+i) By — m(1 + (1 + 4)). Nous pouvons continuer ainsi en remarquant que 
TBn42 = T((+i)Bn1 —m) = (1+i)m—rm = (1+i-r)m < met de ceci, 
By3 = Byri2 — (m — iBn+2) — (1 + i)Byrr9 — mm 
= (1+i) By — m(1+(1+i) + (1+3i)?). 


Il n’est pas difficile de vérifier qu’à partir du moment où le paiement minimal requis 
est de m dollars, alors pour tous les paiements minimaux requis suivants seront 
aussi égaux à m dollars, sauf peut-être le dernier, c’est-à-dire B,,1,-1 > 0, alors 
TByin-1 < Met 


Brin —= By'in-1 — (m = iBn'in-1) — (1 + Aster e — m 
= (145) Br — m1 + (+5) + (+) + (+) 
_ (1 T i)" By — Msn: 


De plus, nous avons Byrin_1 > Bwin. Notons par n” : le plus grand entier tel que 


(LH Br ms-7, > 0. Nous avons donc que (1 + Die MS ri < 0. 


Nous pouvons aussi déterminer n” de la façon suivante. Premièrement il faut noter 
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!! 


que By < rBy < metiBy — m < 0. Comme nous avons (1 +4)" B,y — 


MS; 2 0, alors 
? 1+4)9 —1 n [iBw — 

(+5) By —m Ce [= > (+4) Due JE de 

0 à i 
et par ce qui précède, 

(1 n ÿ"” # m 
 m—iB,, ‘ 

Comme nous avons (1 + i)""+1B,r — msg: < 0, alors 


(1 +)" — 


Eee: 0 


iBy =") =" 


i 


1 11 
| <0 = (1+1)° | 


et par ce qui précède, 


m 
(1 +0 +1 > ns 
m — By 
Donc l’entier n/ est déterminé par 
m 
(Re EE 
m—iBy 


En prenant le logarithme, nous obtenons finalement que 


Mall 
| In(1 +i) | 


où |x| la fonction plancher, i.e, || est le plus grand entier n tel que n < x, par 
exemple [1,75] = 1, 

Une fois les premiers n/ paiements faits, l’emprunteur fera donc n/ paiements 
de m dollars et un dernier paiement de 


X=(1+5)"#1By — ms-n(l + à) 
dollars. Nous pouvons remarquer que 


O<X=(1+1:)"#1By — msn. (1 + i) < m 


nil 


6 Amortissement et fonds d'amortissement 207 


par notre choix de n”. Nous n’avons pas été très spécifique relativement au der- 
nier paiement. Il est possible que la compagnie de crédit préfèrait plutôt gonfler le 
dernier paiement. 

Nous aurions aussi pu définir n” de la façon suivante. Avec les notations vues 
à la section 3.5, il existe un seul nombre réel n + ke RavecneNeæt0O<k<I1 
tel que B,, = map. Dans ce cas n” = n = [n+K] et X est le paiement réduit 
à la fin de la période suivante. 

Si nous considérons maintenant le total des paiements effectués, l’emprunteur 
verse r L dollars pour le premier paiement, r(1 — r)L dollars pour le second paie- 
ment, r(1 — r)(1 — r + i)"-2L dollars pour le n° paiement, où n < n/. Ensuite 
sin <n<n'+n, alors les paiements sont de m dollars. Finalement le dernier 
paiement est de X dollars. Conséquemment l’emprunteur versera 


n'—2 
rL+r(i-r)L pi T + o") + nm + X. 


n=0 


Nous obtenons donc en utilisant un résultat du chapitre 3 sur les sommes géomé- 
triques que l’emprunteur versera 


1—r+it-l 1 
rL+r(i-r)L : a) | + nm + X 
ir 
et le total d’intérêt versé est 
1—r+it-l-1 
rL+r(i ou | Che) | + nm +X —L 


Exemple 6.12. Reprenons l’exemple 6.11. Dans ce cas, L = 800, r = 0,02, m — 
10 et à = 0,015. Avec ce qui précède, nous obtenons que 


10 
In 
en — 0,02)800 
| In(1 — 0,02 + 0,015) 


| | = 1 + [89,735 096 04] = 91 


Bo1 = (1 — 0,02 + 0,015)°0(1 — 0,02)800 — 499,34. Pour déterminer n”’, nous 
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avons 


| . | 10 
7 


vs 10 — EE — |92,844 204 35| — 92 
In(1,015) 


Finalement X = (1,015) Boi — 10553159 (1,015) = 8,45 $. L’emprunteur ver- 

sera 

(1 — 0,02 + 0,015)°° — 1 
0,015 — 0,02 


(0,02)(800) + (0,02)(1 — 0,02)800 | + 92(10) + 8,45, 
dollars, soit 2 083,10 $ et le montant d'intérêt est 2 083,10 - 800 = 1 283,10 $. 
Donc si l’emprunteur ne verse que le montant minimal requis, le prêt de 800 $ sera 


remboursé après 91 + 92 + 1 = 184 mois, soit 15 ans et 4 mois, et le total d’intérêt 
versé est 1 283,10 $. 


Exemple 6.13. Si nous reprenons l’exemple 6.12 , mais cette fois plutôt que de 
verser le paiement minimal requis, l’emprunteur verse le double de ce paiement. 
Donc L = 800, r = 0,04, m — 20 et i = 0,015. Avec ce qui précède, nous 
obtenons que 


| 20 

n 

no 0,04(1 — 0,04)800 
7 | In(i—0,04+ 0,015) 


= 1+7/16,951 769 09] = 18 


Big = (1 — 0,04 + 0,015)!7(1 — 0,04)800 — 499,39. Pour déterminer n”’, nous 
avons 


po 20 
- 20 — 0,015B18 
In(1,015) 


= |31,518 832 53] = 31 


Finalement X = (1,015)*° Bis — 205391 5%(1,015) = 10,41 $. L’emprunteur ver- 

sera 

1 — 0,04 + 0,015)17 — 1 
0,015 — 0,04 


(0,04) (800) + (0,04)(1 —0,04)800 É +31(20)+ 10,41, 
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dollars, soit 1 092,19 $ et le montant d’intérêt est 1 092,19 - 800 = 292,19 $. Donc 
si l’emprunteur verse le double du montant minimal requis, le prêt de 800 $ sera 
remboursé après 18 + 31 + 1 = 50 mois, soit 4 ans et 2 mois, et le total d’intérêt 
versé est 292,19 $. 


Il nous faut aussi considérer le cas où rL > m, mais r(1 — r)L < m. Dans 
ce cas, B1 — (1 — r)L. Pour le 2° mois, le paiement sera de m dollars, B2 — 
B; — (m—iB;) = (1+i)B; — m = (1 +4i)(1 — r)L — m. Donc la situation 
est identique à la précédente où cette fois n/ = 1, n” et X sont définis de la même 
façon. Illustrons ceci. 


Exemple 6.14. Reprenons l’exemple 6.12, mais cette fois avec un achat de 505 $ 
plutôt que de 800 $. Nous avons L = 505, r — 0,02, m — 10 et i = 0,015. 
Donc Bo = 505. Comme 0,02(505) — 10,10 est plus grand que 10, alors B1 — 
505 — 10,10 — 494,90 $. Pour les paiements minimaux requis suivants, ceux-ci 
seront toujours de 10 $ sauf le dernier qui sera un paiement réduit. Nous pouvons 
ainsi obtenir ce nombre de paiements en considérant 494,90 — 104: 5% avec 
n € NetO < k < 1. De ceci, nous obtenons n + k — 91,086 607 62. Donc 


n/! = 91. Nous pouvons déterminer le dernier paiement réduit X. Nous avons ainsi 
494,90 = 10aÿ715% + X(1,015) 7 =  X =0,87$. 


Nous aurons donc fait 1 + 91 + 1 =93 paiements : le premier au montant de 10,10 $, 
les 91 suivants au montant de 10 $ et le dernier au montant de 0,87 $. Au total, il 
faudra 7 ans et 9 mois pour rembourser le prêt, le total des paiements sera 10,10 + 
91 (10) + 0,87 = 920,97 $ et le total d’intérêt payé est 920,97 - 505 = 415,97 $. 


Finalement il nous faut considérer le cas où r L < m. Dans ce cas B; = L — 
m. Pour le 2° mois, le paiement sera de m dollars, B3 — Bi — (m — iB1) — 
(1+4)(L — m) — m. Les paiements minimaux requis seront tous de m dollars sauf 
le dernier qui sera un paiement réduit. Nous sommes alors dans la situation usuelle 
d’un prêt de L — m (après le premier paiment) remboursé par des paiements égaux 
de m dollars. Ce cas est facilement traité par ce que nous avons déjà vu. 


Exercices résolus 


Exercice 6.1. Un prêt de 55 070 $ est remboursé par des paiements mensuels de 
1 225 $ pendant 5 ans. Le taux d’intérêt est ajustable. Au départ, le taux d’intérêt du 
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prêt est le taux nominal 302) = 12% par année. Les paiements sont faits à la fin de 
chaque mois. Après le 24° paiement, le taux d’intérêt est renégocié et est augmenté 
au taux 402) = 15% par année. Cependant les paiements demeurent au montant de 
1 225 $. Il faudra ainsi plus de temps pour rembourser le prêt. Déterminer le solde 
du prêt immédiatement après le 30° paiement. 


Exercice 6.2. Un prêt est remboursé par des paiements annuels égaux au montant 
de À dollars pendant 20 ans selon la méthode d'amortissement. L'intérêt payé au 
13° paiement est 1 379,19 $ et l’intérêt payé au 17° paiement est 794,91 $. Déter- 
miner : 


1. le paiement annuel À; 
2. le montant du prêt; 


3. le principal payé au 18° paiement. 


Exercice 6.3. Deux prêts du même montant L sont faits au même taux annuel 
d'intérêt de 5 %. Le premier prêt est remboursé par 20 paiements annuels égaux par 
la méthode d’amortissement. Le second prêt est aussi remboursé par 20 paiements 
annuels, chacun consistant en des montants égaux de principal remboursé et la 
portion d’intérêt est déterminée par Le solde restant du prêt. Déterminer la première 
année t pour laquelle le paiement du premier prêt est supérieur à celui du second 
prêt. 


Exercice 6.4. Un prêt de 50 000 $ est remboursé par des paiements annuels égaux 
pendant 10 ans au taux annuel d’intérêt à — 6% selon la méthode d’amortisse- 
ment. Le premier paiement est fait à la fin de la 1" année. Déterminer l’année pour 
laquelle la portion d’intérêt du paiement est le plus près du quart du paiement. 


Exercice 6.5. Un prêt est remboursé par des 25 paiements annuels égaux selon la 
méthode d’amortissement. L’emprunteur note que le principal payé au 5° paiement 
est 3 000 $ et que celui payé au 7° paiement est de 3 700 $. Déterminer : 


1. le taux annuel d’intérêt du prêt; 
2. le paiement annuel du prêt; 
3. le montant du prêt. 


Exercice 6.6. Un prêt fait le 1° avril 2000 est remboursé selon la méthode d’amor- 
tissement par 60 paiements mensuels égaux à la fin de chaque mois. Si le taux 
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d'intérêt sur ce prêt est 302) = 12% par année capitalisé mensuellement, détermi- 
ner la date pour laquelle le solde restant du prêt est pour la première fois moins 
que : 


1. la moitié du montant initialement prêté ; 


2. le quart du montant initialement prêté. 


Exercice 6.7. Un prêt sur 10 ans est remboursé selon la méthode d’amortissement 
par des paiements semestriels de 400 $ chacun débutant 6 mois après que le prêt soit 
fait. Le taux d’intérêt sur ce prêt est le taux nominal 4(12) par année capitalisé à tous 
les mois. Si le principal remboursé au septième paiement est 175 $, déterminer : 


1. (12) 


, 


2. le solde restant sur le prêt après le onzième paiement. 


Exercice 6.8. Un prêt est remboursé selon la méthode d’amortissement par 
60 paiements mensuels de 300 $ chacun. Le taux d’intérêt sur ce prêt est le taux no- 
minal (12) par année capitalisé à tous les mois. Si le total de l’intérêt payé dans les 
12 premiers paiements est 1 200 $ et que le total du principal remboursé dans les 
12 derniers paiements est 2 800 $. Déterminer le taux d'intérêt (12). 


Exercice 6.9. Un prêt au montant de ZL est remboursé par 2n paiements annuels 
égaux débutant un an après le prêt. Après le n° paiement, l’emprunteur constate 
qu'il doit encore trois quarts du montant initialement prêté. Quelle proportion du 
(n + 1)° paiement est de l'intérêt ? 


Exercice 6.10. Un prêteur recoit des paiements annuels d’intérêt pendant 10 ans et 
à la fin de la dixième année le remboursement du montant prêté avec les intérêts. Le 
montant prêté est 200 000 $ et le taux d’intérêt est 10 % par année. L’emprunteur 
paiera au prêteur les intérêts à chaque année et accumulera 200 000 $ dans un 
fonds d'amortissement rémunéré au taux annuel à — 7% par année. L’emprunteur 
veut faire en sorte que la somme des paiements annuels d’intérêt et dans le fonds 
d’amortissement est X pour les 5 premières années et 2X pour les 5 dernières 
années. 


1. Déterminer X. 


2. Construire la table du fonds d’amortissement. 
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Exercice 6.11. Cléo fait un prêt auprès d’une banque au taux d'intérêt 
i02) = 16% par année capitalisé mensuellement. Ce prêt sera remboursé par des 
paiements mensuels égaux débutant un mois après le prêt et cela pendant 10 ans. Il 
y aura 120 paiements. Elle peut rembourser en tout temps le solde restant du prêt à 
la condition qu’elle paie aussi une pénalité de k% sur ce solde restant au moment 
du remboursement. Après le 48° paiement, elle décide de rembourser le solde res- 
tant et de financer ce remboursement avec la pénalité par un prêt auprès d’une autre 
banque au taux 02) = 12% par année capitalisé mensuellement. Ce prêt auprès 
de cette seconde banque est remboursé par des paiements mensuels égaux pendant 
6 ans débutant un mois après le prêt. Déterminer la plus grande valeur de 4 pour 
laquelle sa décision de refinancer son prêt soit valable. 


Exercice 6.12. Une corporation emprunte 750 000 $ sur 20 ans au taux annuel d’in- 
térêt de 8 %. À chaque année, celle-ci paie les intérêts et après 20 ans rembourse 
entièrement le principal emprunté. Un fonds d'amortissement est établi pour accu- 
muler le principal au moyen de 20 versements annuels. Le fonds est rémunéré au 
taux annuel d'intérêt de 6 %. Calculer la somme du montant net d’intérêt au dou- 
zième paiement et de l’augmentation dans le fonds d’amortissement à la neuvième 
année. 


Exercice 6.13. Deux prêts sont remboursés selon la méthode d’amortissement par 
des versements annuels. Dans les deux cas, le premier paiement a lieu un an après 
le prêt. Pour le premier prêt, le taux d’intérêt est le taux annuel de 7% et il y aura 
8 paiements annuels, les quatre premiers au montant de 4 000 $ chacun et les quatre 
derniers au montant de 6 000 $. Pour le second prêt, le taux d’intérêt est le taux 
annuel # et il y aura 10 paiements annuels égaux au montant de R dollars. 


1. Pour le premier prêt, déterminer le solde restant après le troisième paiement, 
la portion d’intérêt payé au cinquième paiement et la portion de principal 
remboursé au sixième paiement. 

2. Pour le second prêt, sachant que la portion de principal remboursé au qua- 
trième paiement est 4 288,71 $ et que la portion de principal remboursé au 
septième paiement est 5 311,77 $, déterminer le taux d’intérêt à, le paiement 
annuel À et le montant prêté. 


Exercice 6.14. Une corporation emprunte 20 000 000 $ sur 6 ans au taux annuel 
d’intérêt de 7 %. À chaque année pendant ces six années, celle-ci paie les intérêts. 
À la fin de ces six années, elle remboursera complètement le principal emprunté. 
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Un fonds d'amortissement est mis en place pour accumuler le principal au moyen 
de 6 versements annuels à la fin de chaque année en même temps que les paiements 
de l’intérêt sur le prêt. Les trois premiers paiements dans le fonds d’amortissement 
sont d’un montant de À dollars chacun et les trois derniers d’un montant de 1,5R 
dollars chacun. Le fonds d’amortissement est rémunéré au taux annuel d’intérêt 
de 4 %. 


1. Déterminer R. 
2. Déterminer le montant net d’intérêt au cinquième paiement. 


3. Déterminer l’augmentation dans le fonds d’amortissement à la quatrième 
année. 


Exercice 6.15. Deux prêts sont remboursés selon la méthode d'amortissement par 
des versements égaux. Pour le premier prêt, le taux d’intérêt est le taux nominal 
d'intérêt 4112) — 6% par année capitalisé mensuellement. Ce prêt sera remboursé 
par 120 paiements mensuels de 150 $, le premier ayant lieu un mois après le prêt. 
Pour le second prêt, le taux d’intérêt est le taux effectif d’intérêt à par année. Ce 
prêt sera remboursé par n paiements annuels de 14 000 $. La portion de principal 
remboursé dans le troisième paiement est de 6 792,71 $ et la portion de principal 
remboursé dans le septième paiement est de 9 071,46 $. 


1. Pour le premier prêt, déterminer le solde restant immédiatement après le 37° 
paiement, la portion d’intérêt payé dans le 45° paiement et la portion de prin- 
cipal remboursé dans le 81° paiement. 


2. Pour le second prêt, déterminer le taux d’intérêt à, le nombre de paiements n 
et le montant prêté. 


Exercice 6.16. Une entreprise emprunte 50 000 000 $ sur 12 ans au taux effectif 
d’intérêt de 8% par année. À chaque année, l’entreprise paiera l'intérêt et après 
12 ans, elle remboursera en plus le principal emprunté. Un fonds d’amortissement 
est mis en place pour accumuler le principal au moyen de 12 versements annuels, 
un à la fin de chaque année en même temps que le paiement d’intérêt sur le prêt. 
Le premier versement dans le fonds est de À dollars et chacun des paiements sui- 
vants est 5% inférieur à celui de l’année précédente. Le fonds d’amortissement est 
rémunéré au taux effectif d'intérêt de 6,5% par année. 


1. Déterminer À. 


2. Déterminer le montant net d’intérêt au cinquième paiement. 
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3. Déterminer l’augmentation dans le fonds d’amortissement à la dixième 
année. 


Exercice 6.17. Deux prêts sont remboursés selon la méthode d’amortissement par 
des versements annuels. Dans les deux cas, le premier paiement a lieu un an après 
le prêt. Pour le premier prêt, le taux d’intérêt est le taux annuel de 8% et il y aura 
10 paiements annuels, les quatre premiers au montant de 3 000 $ chacun et les six 
derniers au montant de 5 000 $. Pour le second prêt, le taux d’intérêt est le taux 
annuel à et il y aura 8 paiements annuels égaux au montant de À dollars. Pour ce 
second prêt, la portion de principal remboursé au troisième paiement est 2 056 $ et 
celle du cinquième paiement est 2 331,97 $. 


1. Pour le premier prêt, déterminer le solde restant après le troisième paiement, 
la portion d'intérêt payé au sixième paiement et la portion de principal rem- 
boursé au septième paiement. 

2. Pour le second prêt, déterminer le taux d’intérêt ?, le paiement annuel R et le 
montant prêté. 


Exercice 6.18. Une corporation emprunte 10 000 000 $ sur 10 ans au taux annuel 
d'intérêt de 8 %. À chaque année pendant ces dix années, celle-ci paie les intérêts. 
À la fin de ces dix années, elle remboursera complètement le principal emprunté. 
Un fonds d'amortissement est mis en place pour accumuler le principal au moyen 
de 10 versements annuels, un à la fin de chaque année en même temps que les paie- 
ments d’intérêt sur le prêt. Le premier versement dans le fonds d’amortissement est 
de R dollars et les versements subséquents augmentent de 100 000 $ avec chaque 
année. Le fonds d’amortissement est rémunéré au taux annuel d’intérêt de 5 %. 


1. Déterminer À. 
2. Déterminer le montant net d’intérêt du sixième paiement d’intérêt. 


3. Déterminer l’augmentation dans le fonds d’amortissement pendant la troi- 
sième année. 


Exercice 6.19. Deux prêts sont remboursés selon la méthode d'amortissement par 
des versements mensuels. Dans les deux prêts, le premier paiement a lieu un mois 
après le prêt et le taux d’intérêt est le taux nominal 102) = 6% par année capitalisé 
mensuellement. Pour le premier prêt, il y aura 120 paiements : les 40 premiers sont 
au montant de 400 $, les 60 suivants sont au montant de 300 $ et les 20 derniers 
sont au montant de 200 $. Pour le second prêt, il y aura n paiements égaux au 
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montant de À dollars, son solde restant immédiatement après le 10° paiement est 
44 204,56 $ et sa portion de principal remboursé au 7° paiement est 518,53 $. 


1. Déterminer le solde restant immédiatement après le 35° paiement, la portion 
d'intérêt payé dans le 55° paiement et la portion de principal remboursé dans 
le 105° paiement pour le premier prêt. 


2. Déterminer le nombre de paiements n et le montant prêté pour le second prêt. 


Exercice 6.20. Une corporation emprunte 10 000 000 $ sur 40 ans au taux effectif 
d’intérêt de 5% par année. À chaque année pendant ces 40 ans, celle-ci paie l’in- 
térêt et à la fin de la 40° année, elle remboursera en plus le principal emprunté. Un 
fonds d’amortissement est mis en place pour accumuler le principal au moyen de 
40 versements annuels, un à la fin de chaque année en même temps que le paie- 
ment d'intérêt sur le prêt. Le premier versement dans le fonds est de R dollars et 
chacun des versements suivants augmente de 1% avec chaque versement. Le fonds 
d’amortissement est rémunéré au taux effectif d’intérêt de 3% par année. 


1. Déterminer AR. 
2. Déterminer le montant net du prêt après le 30° versement. 


3. Déterminer le montant net d’intérêt au 27° paiement. 


Exercice 6.21. Félix emprunte 20 000 $ au taux effectif d’intérêt de 5% par an- 
née. À la fin de chaque année, il paie l'intérêt. À la fin de la 8° année, en plus de 
payer l'intérêt, il rembourse le 20 000 $ emprunté. Pour accumuler ce montant de 
20 000 $, il met en place un fonds d’amortissement en faisant 8 paiements égaux, 
un à la fin de chaque année, dans un placement rémunéré au taux effectif d’intérêt 
de 3% par année. 


1. Déterminer le montant net du prêt immédiatement après le 2° versement dans 
le fonds. 


2. Déterminer le montant net d’intérêt pour la 4° année. 


Exercice 6.22. Albertine prête L dollars à Bernard au taux nominal d’intérêt à(4) — 
8% par année capitalisé à tous les trimestres. Ce prêt est remboursé par 16 paie- 
ments faits à la fin de chaque trimestre, le premier paiement est fait trois mois après 
le prêt. Le premier paiement est de 1 000 $ et les paiements subséquents diminuent 
de 20 $ avec chaque paiement. 


1. Déterminer le montant prêté L. 
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2. Déterminer la portion de principal remboursé dans le 7° paiement. 


3. Déterminer la portion d’intérêt du 10° paiement. 


Exercices non résolus 


Exercice 6.23. Albertine prête L dollars à Bernard au taux nominal d’intérêt i@) = 
10% par année capitalisé à tous les semestres. Ce prêt est remboursé par 12 paie- 
ments faits à la fin de chaque semestre, le premier paiement est fait un an après le 
prêt. Le premier paiement est de 4 000 $ et les paiements subséquents diminuent 
de 100 $ avec chaque paiement. 


1. Déterminer le montant prêté L. 

2. Déterminer la portion de principal remboursé dans le 5° paiement. 

3. Déterminer la portion d’intérêt du 8° paiement. 
Exercice 6.24. Félicia emprunte 50 000 $ au taux effectif d’intérêt de 6% par an- 
née. À la fin de chaque année, elle paie l’intérêt. A la fin de la 5° année, en plus de 
payer l'intérêt, elle rembourse le 50 000 $ emprunté. Pour accumuler ce montant de 
50 000 $, elle met en place un fonds d'amortissement en faisant 5 paiements égaux, 


un à la fin de chaque année, dans un placement rémunéré au taux effectif d’intérêt 
de 4% par année. 


1. Déterminer le montant net du prêt immédiatement après le 2° versement dans 
le fonds. 


2. Déterminer le montant net d’intérêt pour la 4° année. 
Exercice 6.25. Alfred prête L dollars à Béatrice au taux effectif d’intérêt à — 8% 
par année. Ce prêt est remboursé par 48 paiements faits à la fin de chaque trimestre, 


le premier paiement est fait deux ans après le prêt. Le premier paiement est de 
10 000 $ et les paiements subséquents augmentent de 1% avec chaque paiement. 


1. Déterminer le montant prêté L. 
2. Déterminer la portion de principal remboursé dans le 37° paiement. 
3. Déterminer la portion d’intérêt du 42° paiement. 


Exercice 6.26. Dorothée emprunte 125 000 $ au taux effectif d'intérêt de 5% par 
année. À la fin de chaque année pendant 10 ans, elle paie l'intérêt. À la fin de la 


6 Amortissement et fonds d'amortissement 217 


10° année, en plus de payer l’intérêt, elle rembourse le 125 000 $ emprunté. Pour 
accumuler ce montant de 125 000 $, elle met en place un fonds d’amortissement 
en faisant 10 paiements, un à la fin de chaque année, dans un placement rémunéré 
au taux nominal d'intérêt de j(2) — 4% par année capitalisé semestriellement. Les 
5 premiers dépôts sont au montant de R dollars et les 5 derniers sont au montant de 
2R dollars. 


1. Déterminer le montant net du prêt immédiatement après le 6° dépôt dans le 
fonds. 


2. Déterminer le montant net d’intérêt pour la 4° année. 


Exercice 6.27. Alexandra prête 10 000 $ à Balthazar au taux nominal d’intérêt 
iQ = 8% capitalisé à tous les trimestres. Ce prêt est remboursé par 20 paiements 
faits à la fin de chaque trimestre, le premier paiement est fait un an après le prêt. 
Le premier paiement est de À dollars et les paiements subséquents augmentent de 
100 $ avec chaque paiement. 


1. Déterminer le premier paiement AR. 
2. Déterminer la portion de principal remboursé dans le 15° paiement. 


3. Déterminer la portion d’intérêt du 10° paiement. 


Exercice 6.28. Félix emprunte 50 000 $ au taux effectif d’intérêt de 6% par an- 
née. À la fin de chaque année, il paie l'intérêt. À la fin de la 8° année, en plus de 
payer l'intérêt, il rembourse le 50 000 $ emprunté. Pour accumuler ce montant de 
50 000 $, il met en place un fonds d’amortissement en faisant 8 paiements, un à 
la fin de chaque année, dans un placement rémunéré au taux effectif d’intérêt de 
5% par année. Le premier paiement est de À dollars et les paiements subséquents 
diminuent de 5% par année. 


1. Déterminer le montant net du prêt immédiatement après le 3° versement dans 
le fonds. 


2. Déterminer le montant net d’intérêt pour la 5° année. 


Exercice 6.29. Un emprunt de 500 000 $ au taux nominal d'intérêt de 8% par 
année capitalisé trimestriellement est remboursé pendant 4 ans par la méthode du 
fonds d’amortissement. À chaque trimestre, l’intérêt dû est payé et le capital est 
accumulé dans un fonds rapportant un taux nominal d’intérêt de 6% par année 
capitalisé trimestriellement. Le 1° dépôt est de P dollars et pour les dépôts suivants, 
ils augmentent de (P/10) dollars avec chaque dépôt. 
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1. Déterminer P. 

2. Déterminer le montant net du prêt immédiatement après le 10° dépôt. 

3. Déterminer le montant net d’intérêt pour le 7° trimestre. 
Exercice 6.30. Alfred a emprunté 600 000 $ à la banque au taux nominal d’intérêt 
102) = 6% par année capitalisé à tous les mois. Il remboursera ce prêt en faisant 
120 versements à la fin de chaque mois, le premier versement ayant lieu 1 mois 


après le prêt. Les paiements mensuels de la première année sont au montant de À 
dollars et ils augmentent de 4% par année pour les années subséquentes. 


1. Déterminer le solde restant du prêt immédiatement après le 36° paiement. 
2. Déterminer la portion d’intérêt du 49° paiement. 


3. Déterminer la portion de principal remboursé dans le 37° paiement. 


Chapitre 7 


Obligations 


Un placement commun pour un investisseur est celui des obligations négo- 
ciables. Les gouvernements ou les corporations émettent à l’occasion des obli- 
gations pour emprunter un capital. Ils le font sur un marché primaire auprès de 
banques et celles-ci vendent ensuite à leurs clients ces obligations. Il y a ensuite un 
marché secondaire où ces obligations se transigent. 


Une obligation est un titre rapportant de l’intérêt et pour lequel l’émetteur, 
c’est-à-dire l’emprunteur, s'engage à verser un montant déterminé à une date future 
aux souscripteurs, c’est-à-dire les prêteurs. Peut-être que beaucoup d’entre vous 
avez entendu parler d'obligations d'épargne. Ce type d’obligations est une obliga- 
tion de capitalisation ou obligation d’accumulation. L’emprunteur rembourse le 
principal et les intérêts à l’échéance ou parfois au moment où le souscripteur veut 
être remboursé. 


Il y a un autre type d’obligations, ce sont les obligations avec coupons. Dans 
ce cas, l’emprunteur verse l’intérêt régulièrement et à une date d’échéance déter- 
minée, 1l verse la valeur de remboursement de l’obligation. C’est ce type d’obliga- 
tions que nous étudierons dans ce chapitre. Ces obligations sont négociées dans un 
marché et nous voulons relier le prix de l’obligation avec son taux de rendement. 
Premièrement il nous faut fixer les notations. 
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7.1 


Prix et rendement 


Fixons les notations. 


1. 
2: 


P dénotera le prix de l’obligation. 


F sera la valeur nominale ou encore valeur faciale de l’obligation. C’est la 
valeur inscrite sur l’obligation et qui sert à déterminer le montant d’intérêt à 
verser régulièrement. 


C' sera la valeur de remboursement, c’est-à-dire le montant remboursé à 
l’échéance de l’obligation. En général, C' — F et nous disons alors que 
l'obligation est remboursé au pair. Mais il arrive aussi que C Æ F, soit 
que l’obligation ait une date de rédemption différente de la date de matu- 
rité et qu’à cette date le montant payé soit différent de la valeur nominale, 
soit que pour rendre l’obligation plus attrayante aux investisseurs, il soit né- 
cessaire de fixer une valeur de remboursement C plus grande que la valeur 
nominale. 


r est le taux d’intérêt par période de capitalisation de l’intérêt (ou encore 
par période de paiement des coupons). Nous disons que r est le taux facial. 
Il est indiqué sur l’obligation et sert à déterminer le montant d’intérêt que 
l’émetteur de l’obligation doit verser régulièrement aux souscripteurs. Ce 
peut être un taux nominal. Pour les obligations émises en Amérique du Nord, 
ce taux est souvent un taux nominal d’intérêt capitalisé semestriellement, 
alors que celles émises en Europe, c’est plutôt un taux effectif annuel. 


Fr est le montant d’intérêt versé périodiquement. Ce montant est aussi ap- 
pelé le coupon. 


g est le taux modifié d’intérêt par période de paiement des coupons. g est 
défini par l’équation C'g = Fr. Si l'obligation est remboursé au pair, alors 
g=Tr. 

à est le taux de rendement de l’obligation par période de paiement des cou- 
pons en supposant que l’obligation est détenue jusqu’à sa date de maturité 
ou de rédemption et que les versements de l’intérêt (c’est-à-dire les coupons) 
sont réinvestis aussi au taux ?. En général, ce taux est exprimé comme un 
taux nominal pour lequel la période de capitalisation est celle des coupons. 
Noter qu'ici à est le taux de rendement et r est le taux facial. Il ne faut pas 
confondre ces deux nombres. 
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8. nest la durée de l’obligation, c’est-à-dire le nombre de périodes de capitali- 
sation du taux de rendement jusqu’à la date de maturité ou de rédemption de 
l'obligation. Dans un premier temps, nous supposerons que n est bien déter- 
miné. Cependant nous traiterons plus tard le cas des obligations rachetables. 
Dans ce cas, il y a des dates possibles de rachat par l’émetteur de l’obligation. 
Ceci a aussi des incidences sur le calcul du taux de rendement. 


9. K' est la valeur actuelle de la valeur de remboursement C' à la date de 
maturité ou de rédemption calculée au taux de rendement. En d’autres mots, 
K =Croùrv=(1+i) 1 


10. G'est le montant de base de l’obligation, c’est-à-dire le montant, qui investit 
au taux de rendement à, engendre les mêmes coupons que ceux de l’obliga- 
tion. Plus précisément G = Fr/i. 


Pour une obligation donnée, F', C, r et n sont fixés au moment de l’émission. 
P et à varient selon les conditions du marché. Nous étudierons plus tard la relation 
exacte entre ces deux quantités. Noter que de cette relation exacte, il sera possible 
de vérifier ce que notre intuition nous laisse prévoir, à savoir que si le prix P aug- 
mente, alors le taux de rendement à diminue et inversement si le prix P diminue, 
alors le taux de rendement à augmente. En effet, l’investisseur obtient le même flux 
financier, et conséquemment s’il paie plus cher pour celui-ci, son rendement sur cet 
investissement a diminué. Les fluctuations des taux d’intérêt sur le marché font en 
sorte que les prix des obligations fluctuent aussi. 


Nous allons maintenant décrire la relation exacte entre le prix P d’une obliga- 
tion et son taux de rendement à immédiatement après le paiement d’un coupon. La 
situation plus générale pour laquelle l’achat de l’obligation n’a pas lieu immédia- 
tement après le paiement du coupon sera étudiée plus tard. Si nous considérons la 
transaction, nous avons tracé le diagramme d’entrées et sorties du point de vue de 
l'émetteur ci-dessous. 


Entrées: 


P 
| 
# 0 


Sorties: Fr Fr Fr (C+ Fr) 
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Si nous considérons l’équation de valeur à { = 0, alors nous obtenons 
(7.1) P = Fr ami+ C1" = Frami+K, oùv—=(1+34) 1. 


Ceci est la formule basique reliant le prix de l’obligation P à son taux de rende- 
ment t. Toutes les autres formules seront dérivées de celle-ci. 


Notons que 
1-12" 
1 À ami = l i( - }=" 
à 


alors nous obtenons de la formule basique que P = Fr ami + C(1 — à ami) et, en 
mettant en facteur a;, que 


(7.2) P=C+(Fr — Ci) ami. 


Cette dernière formule est la formule prime/escompte. 

Si P > C, nous disons que l’obligation est vendue à prime ou encore achetée 
à prime, alors que si P < C', nous disons qu’elle est vendue à escompte ou encore 
achetée à escompte. Ainsi lorsque P Æ C, alors la différence (P — C) entre le prix 
de l’obligation et sa valeur de remboursement doit être prise en compte du point de 
vue comptable lors du versement de chaque coupon. Il est alors nécessaire d’ajuster 
les valeurs comptables de l’obligation pour amortir cette différence (P — C'). Nous 
considérerons ceci plus loin dans le chapitre et la formule prime/escompte sera 
alors utilisée. 

Nous avons aussi 


=: 
P= Fr ami + CV = Gi ami + CU" = Gi ( Le }+ cv. 
t 


Donc 
(7.3) P=G+(C-G)r. 
Ceci est la formule du montant de base. 


La dernière formule est la formule de Makeham. Nous avons 


n 


: ) = Cu" + [f] (C - cv"). 


1 
P= Cu + Frami = Co" + Cg 
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Donc 
(7.4) P=K+|%](C-K). 
i 
Cette formule de Makeham nous servira lorsque nous considérerons les obligations 


en série. 
Nous allons maintenant illustrer ces formules. 


Exemple 7.1. Déterminons le prix d’une obligation dont la valeur nominale est 
100 000 $, d’une durée de 8 ans, ayant des coupons semestriels au taux facial de 
10% par année capitalisé à tous les six mois et qui sera remboursée au montant de 
101 000 $ si cette obligation est achetée pour que son taux nominal de rendement 
soit 12% par année capitalisé semestriellement. 

Si nous utilisons les notations précédentes, nous avons que la valeur faciale est 
F = 100 000$ , la valeur de remboursement est C = 101 000 $, le taux facial est 
r = 10%/2 = 5% par semestre, le coupon semestriel est Fr — 100 000(0,05) — 
5 000 $, le taux modifié d'intérêt est g = Fr/C = 5 000/101 000 = 4,950 49% 
par semestre, le taux de rendement est à — 12%/2 — 6% par semestre, la durée est 
n = 8 X 2 — 16 semestres, la valeur actuelle de la valeur de remboursement est 
K = 101 000(1,06)-!5 — 39 758,27 $, le montant de base est G = 5 000/0,06 = 
83 333,33 $. Nous avons aussi que Ci = 6 060 $. 

La formule basique de l’équation (7.1) nous donne 


P = 5 000agçx + 39 758,27 = 90 287,75 $. 
La formule prime/escompte de l’équation (7.2) nous donne 
P = 101 000 + (5 000 — 6 060) azçy, = 90 287,75 $. 


Noter qu'ici l’obligation est achetée à escompte. 
La formule du montant de base de l’équation (7.3) nous donne 


P = 83 333,33 + (101 000 — 83 333,33)(1,06) 715 = 90 287,75 $. 


La formule de Makeham de l’équation (7.4) nous donne 


0,049 504 95 


P = 39 758,27 
ul | 0,06 


| (101 000 — 39 758,27) = 90 287,75 $. 
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Exemple 7.2. Considérons deux obligations pour lesquelles nous voulons détermi- 
ner le prix immédiatement après le versement d’un coupon. Ces obligations arri- 
veront à échéance dans 36 mois. Les versements de coupon sont semestriels et il y 
a encore 6 versements pour chacune de ces obligations. Pour chacune de ces deux 
obligations, le taux facial est un taux nominal d’intérêt par année capitalisé à tous 
les six mois. Pour la première obligation, ce taux facial est 4,5% par année et pour 
la seconde, il est 6,125% par année. La valeur nominale de chacune de ces obliga- 
tions est de 100 $ et la valeur de remboursement est égale à la valeur nominale pour 
ces obligations. 

Pour la première obligation, son taux de rendement est de 5,02% par année 
capitalisé semestriellement. Dans ce cas, F = C' = 100, n = 6, r = 4,5%/2 = 
2,25% par semestre et à — 5,02%/2 — 2,51% par semestre. Par la formule basique 
de l’équation (7.1), son prix est 


P = (2,25)ago 51% + 100(1,025 1) ° = 98,568 366 24 $. 


Dans ce cas, comme P < C, cette obligation est achetée à escompte 

Pour la deuxième obligation, son taux de rendement est de 5,03% par année 
capitalisé semestriellement. Dans ce cas, F = C = 100, n = 6, r = 6,125%/2 — 
3,062 5% par semestre et à — 5,03%/2 — 2,515% par semestre. Par la formule 
basique de l’équation (7.1), son prix est 


P = (3,062 5)ag2,515% + 100(1,025 15) $ = 103,014 186 4 $. 
Dans ce cas, comme P > C, cette obligation est achetée à prime. 


Proposition 7.1. Considérons le prix P d’une obligation en fonction de ses diffé- 
rentes variables : le taux de rendement i, le taux facial r et la durée n, lorsque nous 
fixons deux de celles-ci et laissons varier la troisième, alors 


1. P est une fonction (pour r et n fixés) décroissante de i. 


2. P est une fonction (pour i et n fixés) linéaire croissante de r et la pente de la 
droite de cette fonction de r est de plus en plus raide si n est croît. De plus, 
si F = C, alors toutes ces droites passent par le point (i, F). 


3. P est une fonction (pour i et r fixés) croissante de n si i < g, constante de n 
sii = get décroissante de n si i > g, où g est le taux modifié d'intérêt. 
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Preuve. 1. En effet pour le prix P comme fonction (pour r et n fixés) de à, nous 
avons 
nm 
P = Fram: +Cr" = Fr (") + Cr” 
k=1 

et = (1+3i) {Si à croît, alors v — (1 +i) ! décrofît. Ceci est aussi valable 
pour chacun des termes v et ainsi P est une somme de fonctions décroissantes de 
i. Donc P décroît avec 1. 

Nous avons tracé à la figure 7.1 le graphique du prix P d’une obligation en 
fonction de à pour laquelle n = 10, C' = 100 et Fr =5. 
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FIGURE 7.1 — Prix P en fonction du taux de rendement à 


2. Pour le prix P comme fonction (pour à et n fixés) de r, nous avons 


y" 


1 = 
P= Fram + CN = F ( - }r+ cm. 
i 


Ceci montre bien que P est une fonction linéaire de r de pente F(1 — w”)/1. 
Cette pente augmente lorsque n croît, car v"” décroît et alors (1 — 7?) augmente 
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avec n. Finalement si F = C, alors le prix P évalué au taux facial r = à est 
P=F(1-1)+0C1y" = F,Ceci explique pourquoi toutes les droites passent par 
le point (4, F). 

Nous avons tracé à la figure 7.2 le graphique du prix P d’une obligation en 
fonction de r pour laquelle à = 5%, F = C' = 100 pour les durées n = 5, 10, 20. 
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FIGURE 7.2 — Prix P en fonction du taux facial r 


3. Pour le prix P comme fonction (pour : et r fixés) de n, nous avons 
n 


1— F ji — 
P= Frami + Co = Fr ( 2) 4 cor = À 4 LE 
i n 


; 
t 


où g est le taux modifié d'intérêt. Rappelons que g est défini par l’équation Fr = 
Cg.Si g > 1, alors le coefficient C'(i — g)/i est négatif et comme r” décrofît avec 
n, nous obtenons que P croît avec n. Si maintenant g = ÿ, nous avons bien que P 
est constant en fonction de n. Finalement si g < 1, alors le coefficient C{i — g)/i 
est positif et comme r” décroît avec n, nous obtenons que P décroît avec n. 

Nous avons tracé à la figure 7.3 le graphique du prix P d’une obligation en 
fonction de n pour laquelle à — 5%, F — 100, C — 110 pour les taux faciaux 
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r = 5%, 5,5%, 6%. Notons que les taux modifiés de l’intérêt correspondants sont 
respectivement 4,54%, 5% et 5,45%. 
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FIGURE 7.3 — Prix P en fonction de la durée n 


7.2 Amortissement 


Comme nous l’avons remarqué plus tôt, il arrive que le prix payé P pour une 
obligation soit différent de sa valeur de remboursement C’. Dans l’exemple 7.2, une 
des deux obligations, celle dont le taux facial est 4,5% est achetée à escompte, alors 
que l’autre, celle dont le taux facial est 6,125% est achetée à prime. Si P < C,ilya 
alors un gain pour l’acheteur à la date de remboursement, par contre si P > C, il y 
aura une perte pour l’acheteur à cette même date. Conséquemment il est nécessaire 
d’ajuster les valeurs comptables de l’obligation en amortissant ce gain ou cette 
perte (selon le cas) sur chacun des versements de coupon. Nous allons maintenant 
décrire comment obtenir la table d'amortissement de l’obligation. Si P = C',iln’y 
a ni perte, ni gain. Aucun amortissement n’est nécessaire sur les coupons. 
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Noter que la valeur comptable de l’obligation est en général différente du prix 
que nous aurions à payer sur le marché. Pour les valeurs comptables, ce sont le prix 
et le taux de rendement à l’achat qui déterminent ces dernières. Sur le marché, ce 
sont les taux d’intérêt en vigueur qui sont déterminants pour le prix des obligations. 

Fixons quelques notations. La valeur comptable d’une obligation après le ver- 
sement du k° coupon sera notée par B%, la portion d’intérêt du k° coupon sera notée 
par 1, et l’ajustement à être apporté à la valeur comptable de l’obligation pour le 
k° coupon par P4. Si l’obligation a n versements de coupon, alors Bo = P et 
By = C. Nous présenterons deux méthodes d'amortissement : la méthode actua- 
rielle et la méthode linéaire. 

Nous allons maintenant construire la table d’amortissement selon la méthode 
actuarielle d’une obligation dont la valeur de remboursement C’est 1 $ et les mon- 
tants des coupons sont égaux. Par la définition du taux modifié, ces coupons seront 
alors au montant de g dollars. Le prix de l’obligation sera noté 1 + p, où p peut être 
négatif ou positif. À cause de la formule prime/escompte de l’équation (7.2), nous 
avons 


l1+p=1 (g i)ami. 


Rappelons que à désigne le taux de rendement de l’obligation. Si nous considérons 
l'intérêt gagné à la fin de la première période, nous obtenons 


Li = i(1+p) = ill + (9 — à) ami] 


comme portion d’intérêt dans le premier coupon. Le reste du coupon doit être 
l’ajustement à être apporté à la valeur comptable, à savoir 


| Fe Hs à : 
Pi gi + (y dam] = (95) (D (E) = 00 
Ce montant P;, = (g — i)v" est utilisé pour amortir la prime ou l’escompte de 
l’obligation sur la valeur comptable après le versement du premier coupon. Donc 
cette valeur comptable sera 


B: — Bo — Pi — Bo—(g—i)v" —;] t (g ami (g iv? — 1+(g—i) ni 


Nous pouvons poursuivre ce procédé pour toutes les autres périodes de capitalisa- 
tion. La table 7.1 ci-dessous est la table d’amortissement de cette obligation. 
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Pér. | Coupon Intérêt Ajustement Valeur 
Ty P comptable By 
0 1+ (9 —i)ami 
1 g il + (9 — t)amil (gi | 1+(g—i)as 
2 g il+(g-ian] | (g—i" |1+(9-iass; 
3 g il+(g-iassl | (gi? | 1+(9- dar 
k g |+(-da | @-d 14 (9- da; 
Hdi: i1+(g—i)asi] (g — i)r? 1+(9—i)am 
n g il + (9 — tan] (g= iv 1+(9—i)a; 


Tableau 7.1 — Table d'amortissement d’une obligation par la méthode actuarielle 


Si l'obligation est achetée à escompte, c’est-à-dire p < 0 ou encore g < à dans 
le tableau, alors les valeurs comptables augmentent avec les périodes de capitali- 
sation. Par contre, si elle est achetée à prime, c’est-à-dire p > 0 ou encore g > à, 
alors les valeurs comptables diminuent avec les périodes de capitalisation. 

La valeur comptable B;, immédiatement après le versement du k° coupon peut 
être calculée soit de façon prospective, soit rétrospective. Ainsi si la valeur comp- 
table B% est calculée prospectivement, alors celle-ci est égale à la valeur obtenue 
par la formule basique de l’équation (7.1) en considérant le taux de rendement à 
obtenu au moment de l’achat de l’obligation, de la valeur des coupons Fr, de la 
valeur de remboursement C et du nombre (n — k) de coupons restants. Donc pros- 
pectivement nous obtenons 


B;= Fra EG E 


n—kli 


Rétrospectivement nous obtenons la valeur comptable Bz immédiatement après le 
versement du k° coupon de la façon suivante. Supposons que le prix d’achat de 
l'obligation est P au taux de rendement i, alors cette valeur est 


By = P(1+4)° — Fr sp. 
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En d’autres mots, elle est la différence entre la valeur accumulée par le prix d’achat 
P pendant 4 périodes au taux de rendement à, auquelle nous soustrayons la valeur 
accumulée des coupons déjà versés toujours au taux de rendement i. Pour les deux 
méthodes de calcul : prospective et rétrospective, nous obtenons le même résultat. 
Il est facile de vérifier ceci. 

L'intérêt du dans le k° coupon est /, = iBx-_1. Cette valeur est généralement 
différente du coupon Fr. Mais elle représente ce qu’il faudrait du point de vue 
comptable considérer comme intérêt gagné par l’obligation. Aïnsi si l’obligation 
est achetée à escompte, alors J4 est supérieur au coupon Fr et l’ajustement P; = 
Fr — Ty à apporter à la valeur comptable B%-_1 est négatif et conséquemment By = 
By-1 — Pr > By_1. Il faut ainsi amortir à la hausse la valeur comptable. Par 
contre si l’obligation est achetée à prime, alors J4 est inférieur au coupon Fr et 
l'ajustement P, = Fr — I, à apporter à la valeur comptable B;_; est positif et 
conséquemment By = Bx-1 — Pr < Bx-1. Il faut ainsi amortir à la baisse la 
valeur comptable. 

Nous allons maintenant illustrer cette construction de table d’amortissement 
dans deux exemples. 


Exemple 7.3. Considérons l’obligation de l’exemple 7.2 dont le taux facial est le 
taux nominal de 4,5% par année capitalisé à tous les six mois et supposons que 
nous achetons l’obligation au prix demandé de 98,57 $. Sa valeur nominale est 
égale à sa valeur de remboursement et est de 100 $. Le taux de rendement est le 
taux nominal d'intérêt 5,02% par année capitalisé à tous les six mois. La table 7.2 
est la table d’amortissement de cette obligation. L’échéance est dans 36 mois. Nous 
avons alors n — 6 coupons, r — 2,25% par six mois, à — 2,51% par six mois, 
F = C'= 100. Rappelons que cette obligation est vendue à escompte. 

Noter que les entrées ont été arrondies dans cette table. Ilustrons le calcul de B3 
selon chacune des méthodes : prospective et rétrospective. Ainsi prospectivement 
nous avons 


B3 = (2,25)a39 51% + 100(1,025 1)? = 99,257 577 55 & 99,26 $, 
alors que rétrospectivement nous avons 
B3 = 98,57(1,025 1)° — (2,25)830 51% — 99,259 337 45 & 99,26 $. 


Ici la différence entre les deux valeurs calculées : 99,257 577 55 et 99,259 337 45 
est due au fait que nous avons utilisé la valeur arrondie du prix 98,57 plutôt que la 
valeur exacte du prix 98,568 366 24. 


7 Obligations 231 


Période | Coupon | Intérêt | Ajustement | Valeur comptable 
k Ik Pk Bk 
0 98,57 
1 2,25 2,47 -0,22 98,79 
2 2,25 2,48 -0,23 99,02 
3 2,25 2,49 -0,24 99,26 
4 2,25 2,49 -0,24 99,50 
5 2,25 2,50 -0,25 99,75 
6 2,25 2,50 -0,25 100,00 


Tableau 7.2 — Table d'amortissement de l’exemple 7.3 


Une fois B3 calculé, nous obtenons facilement /, et P4 par Z4 = (0,0251)B3 = 
2,491 426 & 2,49 et Pa = Fr — T4 = 2,25 — 2,49 = —0,24. 


Exemple 7.4. Considérons l’obligation de l’exemple 7.2 dont le taux facial est le 
taux nominal de 6,125% par année capitalisé à tous les six mois et supposons que 
nous achetons l’obligation au prix demandé de 103,01 $. Sa valeur nominale est 
égale à sa valeur de remboursement et est de 100 $. Le taux de rendement est le 
taux nominal d'intérêt 5,03% par année capitalisé à tous les six mois. La table 7.3 
est la table d’amortissement de cette obligation. L’échéance est dans 36 mois. Nous 
avons alors n — 6 coupons, r = 3,062 5% par six mois, à — 2,515% par six mois, 
F = C'= 100. Rappelons que cette obligation est vendue à prime. 
Noter que les entrées ont été arrondies dans cette table. 


Il existe une autre approche pour l’amortissement : la méthode linéaire. Il s’agit 
de prendre pour l’ajustement du principal que des valeurs constantes et égales 
à P, = (P — C)/n, où n est le nombre de périodes de capitalisation jusqu’à 
l’échéance de l’obligation. La portion d’intérêt de chaque coupon selon cette mé- 
thode est alors constante et égale à 


(F0) 


Fr — P, = Fr — pour k = 1,2,...,n. 


Donc la valeur comptable B} immédiatement après le k° paiement selon la méthode 
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Période | Coupon | Intérêt | Ajustement | Valeur comptable 
k l% P% B% 
0 103,01 
1 3,06 2,59 0,47 102,54 
2 3,06 2,58 0,48 102,06 
3 3,06 2,57 0,49 101,57 
4 3,06 2,55 0,51 101,06 
5 3,06 2,54 0,52 100,54 
6 3,06 2,53 0,53 100,01 


Tableau 7.3 — Table d'amortissement de l’exemple 7.4 


linéaire est 


bep |?) (n — k) k 

n 
Nous obtenons des valeurs différentes de celles obtenues par la méthode actuarielle. 
Il est possible de démontrer que si l’obligation est achetée à escompte, alors la 
valeur comptable B; selon la méthode actuarielle est inférieure à celle obtenue par 
la méthode linéaire ; alors que si l’obligation est achetée à prime, alors la valeur 
comptable B;4 selon la méthode actuarielle est supérieure à celle obtenue par la 


méthode linéaire. 


7.3 Prix d’une obligation entre deux coupons 


Jusqu’à présent, nous avons déterminé le prix d’une obligation immédiatement 
après le paiement d’un coupon. Cependant il nous faut aussi déterminer sa valeur 
comptable entre deux paiements de coupon. Lorsqu'une obligation change de dé- 
tenteurs entre deux coupons, il faut réaliser que le nouveau détenteur recevra en- 
tièrement le prochain coupon incluant une partie qui devrait revenir au détenteur 
précédent. Donc au moment de l’achat, le prix d’achat doit inclure la portion du 
coupon redevable à l’ancien détenteur. Nous noterons par Fr; : cette partie du cou- 
pon pour la t° partie de la période de paiement correspondant au moment où a eu 
lieu la vente de l’obligation. Ici 0 < t < 1. 
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Le prix uniforme de l’obligation est le montant d’argent qui change de main 
au moment de la vente (sans tenir compte des commissions). Nous noterons ce 


montant par BÎ +, lorsque la vente a lieu au moment (k +t) avec 0 < t < 1 et k est 
J 


un nombre entier de périodes. Ce prix B;., 
financière. 

Le prix du marché ou valeur comptable, celui qui apparait dans les cotations 
financières, sera noté B}",. Ces deux prix sont reliés par la formule B Î = Brut 
Fr,. Nous donnerons différentes approches pour fixer la valeur Fr;. 

Ces valeurs comptables font en sorte que les prix des obligations apparaissant 
dans les cotations financières ne comportent pas de discontinuité provenant des 
paiements de coupon de l’obligation. Ces différences de prix sont techniques. 


n’est pas celui indiqué dans la presse 


Exemple 7.5. Illustrons le comportement du prix d’un obligation en supposant un 
taux de rendement constant pendant toute la durée de celle-ci, nous avons tracé dans 
la figure 7.4 le graphique du prix d’une obligation dont les valeurs nominale et de 
remboursement sont 100 $, le taux facial est de 7% par période de capitalisation et 
d’une durée de 6 périodes de capitalisation en supposant que le taux de rendement 
est constant et égal à 5% par période de capitalisation pendant toute la durée de 
l’obligation. En considérant le flux financier des entrées et sorties, nous obtenons 
que le prix P de l'obligation au temps x pour x € [0,6] est 


P = 100(1,05) (67%) + Len (1,05)@- Le) 


où |x]| est la partie entière de x. 

Nous pouvons observer l’aspect dentelé du prix en fonction du temps. Les sauts 
ont lieu au moment des paiements des coupons. Ils sont attribuables à l’intérêt accu- 
mulé par chacun des coupons. Dans l’exemple, ces sauts ont lieu à la fin de chacune 
des périodes. Pour la valeur comptable B}°, nous voulons extraire ce comporte- 
ment en dent de scie du prix pour rendre celui-ci plus lisse. 


Nous allons maintenant déterminer différentes méthodes pour fixer les prix 
BÎ , et B°, en faisant quelques hypothèses. 

Dans la première méthode, nous supposons que le prix uniforme est obtenu en 
supposant que l’intérêt est composé pour la période entre deux coupons. En d’autres 


mots, 
(1+i)t — 


Bl,;=Br(l+i) et Pn= Fr | = 
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115 
110 


105 


FIGURE 7.4 — Prix P de l’obligation de l’exemple 7.5 


où B,4 est la valeur de l’obligation immédiatement après le dernier paiement de 
coupon, en d’autres mots, au début de la période. Cette valeur peut être calculée 
prospectivement. Ainsi s’il y a encore n — k coupons de Fr et que la valeur de 
remboursement est C, alors 


— —k ft st —k 
By = Fra, + Cr" et Bj,,=(1+i) LFr api + Cv" 
En résumé, cette valeur Bî 4 est celle obtenue lorsque nous considérons le flux 


financier et la définition du taux de rendement. Finalement le prix du marché ou 
encore la valeur comptable est 


Fe | 1+i)t—1 
BR = Bi(1 +i) rr | ) L 


Dans la deuxième méthode, nous supposons que le prix uniforme est obtenu en 
supposant que l'intérêt est simple pour la période entre deux coupons. Dans ce cas, 


Bl,,=Br(i+it) et Fri=tFr. 
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où la valeur B; est identique à celle définie ci-dessus. Finalement le prix du marché 
ou encore la valeur comptable est 


BF}: = Bi(1 +it) —tFr = (1-t) Br +tByu, 


car Bx+1 = (1+i)Bx— Fr. Noter que la dernière formule pour la valeur comptable 
L. signifie que cette valeur est tout simplement obtenue en utilisant l’interpola- 
tion linéaire entre les deux valeurs B} et Bz1 : celle au début et celle à la fin de la 

période. 
La dernière méthode est un mélange des deux précédentes. Dans ce cas, le prix 


uniforme est calculé en supposant que l’intérêt est composé BÎ Ht = B;(1 + i}!, 


c’est-à-dire BÎ 4 est calculé comme à la première méthode, mais pour ce qui est 
de Fr, nous supposons que l’intérêt est simple. Donc nous prenons Fr; = tFr 
comme pour la deuxième méthode. Finalement le prix du marché ou encore la 
valeur comptable est 

BF, = Bx(i+i) —tFr. 


Cette dernière méthode est la plus utilisée dans la pratique. 

Pour obtenir t, le décompte des jours est obtenu soit en utilisant la convention 
«actuel/actuel » ou encore « 30/360 » selon le type d’obligations. Nous décrirons 
ces différentes conventions utilisées dans la pratique pour déterminer la durée d’un 
investissement. Ceci est utilisé lors de l’achat ou la vente d’une obligation négo- 
tiable entre les dates de règlement des coupons. Ainsi si nous achetons une obliga- 
tion le 17 juin et pour laquelle les dates de règlement des coupons sont le 1 mars 
et 1 septembre de chaque année, il nous faut déterminer l’intérêt du coupon à être 
versé le 1 septembre qui doit être payé au moment de l’achat par l’acheteur au ven- 
deur. Plus précisément l’acheteur doit payé au vendeur au moment de l’achat les 
intérêts pour la période allant du 1 mars au 17 juin parce que c’est lui, l’acheteur, 
qui recevra ces intérêts le 1 septembre. Il y a quelques conventions qui dépendent 
du type d’obligations. 

La première méthode est d’utiliser le nombre exact de jours pour la durée de 
l'investissement et d'utiliser 365 jours pour une année. On dit « actuel/actuel » 
pour décrire ce cas. C’est cette convention qui est utilisée par exemple pour les 
obligations du gouvernement du Canada et celles du Trésor américain. 

La seconde méthode est d’utiliser la convention que chaque mois a 30 jours, 
chaque année a 360 jours. Le nombre de jours est alors 


60e A1) LOMME 
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où A; (respectivement 42) est l’année du début (respectivement de la fin) de l’in- 
vestissement ; 1/1 (respectivement 12) est le mois du début (respectivement de la 
fin) de l’investissement et J1 (respectivement J2) est le jour du début (respective- 
ment de la fin) de l’investissement. On dit « 30/360 » pour décrire ce cas. Cette 
méthode est fréquemment utilisée pour les euro-obligations, les obligations muni- 
cipales et corporatives. 

La dernière méthode est d’utiliser le nombre exact de jours, mais de convenir 
qu’une année a 360 jours. Cette méthode est appelée la « règle du banquier » . 

L'intérêt n’est pas capitalisé à la fois pour les premier et dernier jours d’un 
placement, mais plutôt pour un seul de ces jours. Pour les années bissextiles, le 
29 février est compté comme une journée dans certains cas et ne l’est pas dans 
d’autres cas. Parfois pour ces années, il est convenu que l’année a 366 jours et dans 
d’autres cas que l’année bissextile a 365 jours. 

Ces méthodes pour compter les jours servent autant pour l’intérêt simple que 
composé. 


Exemple 7.6. Pour chacune des conventions précédentes, déterminons l’intérêt 
versé lorsque un capital de 5 000 $ est déposé dans un compte de banque rému- 
néré au taux d'intérêt simple de 6% par année. Le dépôt a eu lieu le le 21 octobre 
2008 et le retrait, le 7 janvier 2009. 


Pour la convention « actuel/actuel », nous comptons 78 jours et l’intérêt sera 


78 
5 000(0,06) (à) = 64,11 $. 


Pour la convention « 30/360 », nous obtenons que le nombre de jours est 


360(2 009 — 2 008) + 30(1 — 10) + (7 — 21) = 76 


et l’intérêt sera 


76 
5 000(0,06) () = 63,33 $. 


Finalement dans le cas de la règle du banquier, nous avons que l’intérêt sera 


78 
5 000(0,06) (+) = 65,00 $. 
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Exemple 7.7. Déterminons le prix uniforme, la valeur du coupon et le prix du 
marché ou valeur comptable d’une obligation de valeur nominale 1 000 $ dont le 
taux facial est le taux nominal de 6% par année capitalisé à tous les semestres, 
la valeur de remboursement est aussi 1 000 $ et le taux de rendement est le taux 
nominal de 4% par année capitalisé à tous les semestres. La durée de l’obligation est 
de quatre ans moins deux mois. L'achat a été fait deux mois après le paiement d’un 
coupon. Il reste 8 coupons à être versés, chacun au montant de 1 000 x (0,03) — 
30 $. Le taux de rendement par semestre est 2%. Si nous voulions être plus précis 
pour la valeur de #, il nous faudrait donner des dates précises comme nous l’avons 
fait à l'exemple 7.6, mais nous voulons seulement illustrer les différentes méthodes 
de calcul des prix uniforme et de marché et pour cela, nous supposerons que { — 
1/3 correspondant au quotient (2 mois/6 mois). 

Au début de la période pendant laquelle l’achat est fait, le prix de l’obligation 
au taux de rendement serait de 


Bo = 30ag2 + 1 000(1,02) À = 1 073,25 $. 


En utilisant la première méthode pour le calcul des prix uniforme et de marché, 
nous obtenons 


J 
B; 


76 = 1 073,25(1,02)2/6 = 1 080,36: 


(1,02)2/6 = 1 
0,02 


2/6 = 1 080,36 — 9,93 = 1 070,43. 


Froje = 30 | | = 9,93; 


En utilisant le deuxième méthode pour le calcul des prix uniforme et de marché, 
nous obtenons 


Be = 1 073,25(1 + 0,02(2/6)) = 1 080,40; 
Fr2/6 = 30(2/6) = 10; 


76 = 1 080,40 — 10 = 1 070,40. 


En utilisant la troisième méthode pour le calcul des prix uniforme et de marché, 


238 Mathématiques financières 


nous obtenons 


= 2/6 _ : 
BJ, = 1 073,25(1,02)?/5 = 1 080,36; 


B;/6 = 1 080,36 — 10 = 1 070,36. 


7.4 Calcul du taux de rendement 


Nous avons vu précédemment comment calculer le prix P d’une obligation 
étant donné le taux de rendement à. Nous allons maintenant étudier la question de 
déterminer le taux de rendement étant donné P et le flux financier engendré par 
l'obligation. 

Considérons une obligation acheté immédiatement après le paiement d’un cou- 
pon. Nous avons donc que le prix P est relié au taux de rendement à par la formule 
prime/escompte de l’équation 7.2 


P=C+(Fr — Ci) ami = C + C(g — à) ami 


dans laquelle F', r, g, C, n et P sont connus et à est à déterminer. Noter qu'ici n 
est le nombre de périodes de capitalisation avant l’échéance de l’obligation. Nous 
obtenons alors 


PSC 
C (g i) ni: 


Dans ce qui suivra, nous noterons (P — C')/C' par k. Il ne faut pas confondre k avec 
K. Ce sont deux quantités différentes. 
En remplacant (P — C')/C' par k, nous obtenons avec un peu d’algèbre que 


k 


Ai 


(7.5) i=g— 


Rappelons qu’au chapitre 3, nous avons démontré que 


1 1,640), , G@-03 intl) 


ami n 2 12 24 


Si à est presque nulle, alors nous obtenons l’approximation (3.23) 
1 1  (n+1). 
& 4. 
Aa i n 2n 
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En utilisant cette approximation dans l’équation (7.5), nous obtenons que 


(+) 
je 
(7.6) ir g +0 à 2 


n 2n 


Cette dernière formule peut être interprétée de la façon suivante. Pour chaque 
dollar de valeur de remboursement, il nous faut amortir l’obligation de k dollars. 
Comme il y a n versements de coupons, le montant moyen d’ajustement du prix 
de l’obligation pour chacun des coupons doit être de k/n dollars. Conséquemment 
la portion d’intérêt de chacun des coupons pour chaque dollar de valeur de rem- 
boursement sera approximativement [g — (k/n)]. Pour chaque dollar de valeur de 
remboursement, le montant moyen investi au début de chaque période de capitali- 


sation est respectivement 


SE CA as CE nk ut. 
or G Dour pour la 1'° période : 
P ke, à (rl =0) is | 
Aie 0e - G pour la 2° période : 
rue 
n 

L ue 1) =? mn ro pour la m° période ; 

ne. (n—m+1)k 


= — + pour la n° période. 


QI" 
3 

Q 

3 

Q 


=1+- 
nm 


Donc le montant moyen investi pour chaque dollar de valeur de remboursement 
pendant la durée de l’obligation sera approximativement la moyenne arithmétique 
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de ces valeurs, c’est-à-dire 


a: | Re PUCALE 


Alors l'interprétation de l’approximation de à apparaissant dans l’équation (7.6) est 


k 
(o . :) __ Portion moyenne d’intérêt dans chaque coupon 
(: ÿ (n + 2) Montant moyen investi à chaque période 
2n 


Dans la situation décrite ci-dessus, nous avons déterminé les valeurs comp- 
tables de l’obligation en supposant que tous les ajustements pour l’amortissement 
sont égaux. 

Il est possible de donner une autre approximation du taux de rendement. Il suffit 
de noter que si n est suffisamment grand, alors (n + 1)/2n est presque égal à 1/2. 
Nous obtenons ainsi que 

(1) 
Fer 
: n 


(7.7) PR 2 
k 
(1 + :) 


Cette dernière formule est appelée la méthode du vendeur d’obligations. 
Il est possible de résoudre plus précisement l’équation (7.5) 


k 


Ami 


i=g— 


en utilisant la méthode de Newton-Raphson. Notons par la règle des signes de Des- 
cartes, il est facile de vérifier que le taux de rendement pour une obligation est 
unique. 

Nous voulons déterminer la racine positive de la fonction 


; ki 
= 4 g + 


RS TEE CI 
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En dérivant par rapport à 4, nous obtenons 


sr l-(G +00] - ni(1+ 040 
f'(i) =1- «( ten Ce ] 


Rappelons que la règle récursive de la méthode de Newton-Raphson est 


Pis) 


ds+1 = Îs ss F'Gs)’ 
s 


il nous faut donc calculer 


_f@ 
F'(i) 
Dans ce qui suivra nous écrirons v au lieu de (1 + i)-!. Nous avons 
, ki 
t 
RUE ‘"n-u+)0) 


J'() a) De C7) = ni(1 +574) 
N - {+672 
gi — 2)? — (1 — 27)? — ki(1 — 1°) 
(1 —n)2 + K[(1 — 7) — nivint1)] 
(1 — 2")[giam: — i(1 — 2°) — ki] 
liami(1 — 2°) + kiam: — nkiv(r+1)] 


Gi?) an: Gr) (£ 1)] 
ami LA) 4 (F 1) an n(£ 1) pi] 
(LR) tons + un — (6) 


Lami(1 — 2) + (g — à) (ami)? — n(g — i)amiv FD] 


(P— 0) 


parce que k — = (g — i)ami. 


Si nous poursuivons maintenant en divisant le numérateur et le dénominateur 
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par (1 — ””), nous obtenons 


10 _ gum + v (à) 
FO ani + am (3) n(g n (2) pri] 
ui 


Lam + (9 — iami — n(g — ut] 


n P 
ami + — a 
1 + 


[gam: + n(i — g)vtrH)] 


—? 


Finalement nous obtenons comme règle récursive pour la méthode de Newton- 
Raphson 


(7.8) ni Ê x | [gami, + (1+,)77 — (P/C)] | | 


gai, + ns — g)(1+ à)" (n+0] 


Pour débuter la méthode de Newton-Raphson, il nous faut une valeur initiale io, 
un choix judicieux est soit la valeur obtenue par la méthode du vendeur d’obliga- 


tions (7.7) 
k 
(= à) 
n 


io = —< 
k 
(1+3) 


ou encore mieux l’approximation du taux de rendement à obtenue à l’équation (7.6) : 


Illustrons comment utiliser la méthode de Newton-Raphson. 
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Exemple 7.8. Déterminons le taux nominal de rendement par année capitalisé à 
tous les six mois d’une obligation de valeur nominale de 100 $, remboursée à cette 
valeur, dont le taux facial est le taux nominal d’intérêt de 6% par année capita- 
lisé à tous les six mois, les coupons sont versés à tous les six mois et la durée de 
l'obligation est 8 ans si celle-ci est achetée pour le prix de 97 $. 

Ici g = 3%, n = 16, k = (P — C)/C = —0,03. Pour la méthode de Newton- 
Raphson, utilisons comme valeur initiale 

0,03 — (—0,03/16) 


0 [A6 + 1)(—0,03)/2(16)] Mes 


Dans ce cas, la règle récursive est 

| +. [(0,03)argi, + (1 + is)" 16 — (97/100)] 

Ü =? : : 
or [(0,03)axa, + 16 — 0,03)(1 + à)-17] 


Nous obtenons donc le tableau 7.4 


ds 2is 


| 
0,032 391 2 | 0,064 782 4 | 
| 
| 


0,032 4329 | 0,064 865 8 
0,032 4329 | 0,064 865 8 


D |O©Olu 


Tableau 7.4 — Calcul du taux de rendement de l’exemple 7.8 


Le taux nominal recherché est ainsi 6,486 58%. Noter que si nous utilisons ce 
taux, nous obtenons bien le prix de l’obligation, à savoir 97 $. En effet, 


P = 100(0,06/2)argc a86 58%2 + 100(1 + (0,064 865 8/2)) © = 97. 


Nous pourrions aussi déterminer une formule récursive dans le cas d’une obli- 
gation achetée entre deux coupons. Cette situation est un peu plus compliquée parce 
qu'il est alors nécessaire de tenir compte de la période qui s’écoule avant le verse- 
ment du coupon suivant. Nous ne traiterons pas ce cas dans ce livre. 

Dans ce qui précède, l'hypothèse utilisée est que les coupons sont réinvestis au 
taux de rendement. Si ce n’est pas le cas, alors le taux de rendement ? sera obtenu 
de l’équation 

P(1+%)" = Fr sm; +0, 
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où 7 est Le taux de réinvestissement. 


7.5 Obligations particulières 


Nous allons maintenant étudier des dispositions particulières pour certaines 
obligations. Dans un premier temps, nous allons considérer des obligations ra- 
chetables. Ensuite nous étudierons des obligations en série. Il s’agit d’un panier 
d'obligations. 

Pour certaines obligations, l’émetteur peut rembourser sa dette avant la date 
d'échéance. Ce sont des obligations rachetables. Cette date de rachat possible est 
en général plusieurs années après l’émission de l’obligation. Une telle provision 
présente un problème lorsqu'il est question de déterminer le taux de rendement de 
l’obligation. En effet, la durée n n’est pas bien déterminée. Cependant le souscrip- 
teur peut supposer que l’émetteur utilisera cette option de rachat à son désavantage. 
Plus précisément, il peut y avoir plusieurs dates possibles pour lesquelles l’obliga- 
tion peut être remboursée. Dans une telle situation, il y a plusieurs scénarii possibles 
avec différentes valeurs de remboursement à différentes dates de rachat incluant la 
date d’échéance. Il est possible alors de calculer pour chacun de ces scénarii le taux 
de rendement à partir du prix et de considérer le plus bas de ces taux de rendement 
comme celui de l’obligation. 

Par contre si le souscripteur s’est fixé un taux de rendement seuil et qu’il 
cherche à déterminer le prix qu’il doit payer pour une telle obligation rachetable. 
Dans ce cas, il calcule le prix de l’obligation pour chacun des scénarii possibles 
avec différentes valeurs de remboursement aux différentes dates de rachat au taux 
de rendement seuil. Le scénario qui est le plus défavorable pour l’investisseur est 
celui pour lequel le prix d’achat est le plus petit au taux de rendement seuil. Si 
l’obligation est rachetée à une autre date que celle-là, alors le taux de rendement 
obtenu pour le souscripteur sera plus élevé que le taux de rendement seuil. 

Illustrons ce dernier point. 


Exemple 7.9. Considérons une obligation dont la valeur nominale est de 100 $ 
avec des coupons annuels au taux facial de 5% par année qui peut être rachetée à 
108 $ à partir du 10° coupon et cela pour les 4 coupons suivants, à 104 $ à partir du 
15° coupon et cela pour les 4 coupons suivants et à 100 $ à l’échéance après 20 ans. 
Déterminons le prix maximal qu’un investisseur est prêt à payer s’il veut s’assurer 
d’obtenir un taux de rendement d’au moins 4% par année. 
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Il nous faut donc déterminer le prix de l’obligation parmi tous les scénarii pour 
ce qui est des dates de rachat possibles. Pour les dates correspondants aux 10°, 11°, 
12°, 13° et 14° coupons, le prix au taux de rendement de 4% par année est 


P, = 5amax + 108(1,04) "avec n = 10,11,12,13, 14. 


Pour les dates correspondants aux 15°, 16°, 17°, 18° et 19° coupons, le prix au taux 
de rendement de 4% par année est 


P, = 5amax + 104(1,04) "avec n = 15,16,17,18,19. 


À la date d’échéance, c’est-à-dire à la fin de la 20° année, le prix au taux de rende- 
ment de 4% par année est 


Po = 5a5qax, + 100(1,04)7°° = 113,59 $. 


Ces différents prix sont indiqués dans le tableau 7.5. 


n 10 11 12 13 14 15 
Pn | 113,52 | 113,96 | 114,38 | 114,79 | 115,18 | 113,34 


n 16 17 18 19 20 
Pn | 113,79 | 114,22 | 114,63 | 115,03 | 113,59 


Tableau 7.5 — Calcul du taux de rendement de l’exemple 7.9 


Parmi tous ces prix, le plus petit est P15 — 113,34 $. Si l’investisseur paie ce 
prix de 113,34 $, alors le taux de rendement sera d’au moins 4% par année peu 
importe la date de rachat choisie par l’émetteur. Par exemple, si l’investisseur paie 
113,34 $ et que l’émetteur rachète l’obligation au 17° coupon, alors nous pouvons 
déterminer le taux de rendement en utilisant la méthode de Newton-Raphson. Dans 
ce cas, C = 104, P = 113,34, n = 17, g = 5/104 = 4,807 692 308%. Donc 
k — (113,34—104)/104 — 0,089 807 692. Alors la règle récursive pour la méthode 
de Newton-Raphson est 


s+1 = 
[0,048 076 923 08 az; + (1+5,) 17 — (113,34/104)| 
[0,048 076 923 08 axz,, + 17(i4 — 0,048 076 923 08)(1 + à) 1#] 


ds 
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Si nous utilisons comme valeur initiale pour la méthode de Newton-Raphson, 


(ous 076 923 08 — 0089 eu 692 


_ ) 
’ (1 L (18)(0,089 807 “2 .085 180 8% 


34 


Nous obtenons alors i1 — 4,065 691 02% et io = 4,065 718 937%. Donc le taux 
de rendement est approximativement 4,065 7% et est donc > 4%. 


Une autre situation rencontrée est celle d’obligations en série. Il s’agit d’un 
panier d’obligations ayant plusieurs dates de remboursement. Il est possible de dé- 
terminer le prix de l’ensemble de ces obligations. La formule utile dans ce cas est 
celle de Makeham de l’équation (7.4) 

P=K+|*](C-K). 


i 


Supposons que ce panier d’obligations est remboursé à m dates différentes et que, 
pour chacune de ces dates, les valeurs de remboursement sont les mêmes : C’. No- 
tons par P\ et K: : le prix et la valeur actuelle de la première valeur de rembourse- 
ment ; de même notons par P2 et K2 : le prix et la valeur actuelle de la deuxième 
valeur de remboursement et ainsi de suite. Pour chacune des obligations dans ce 
panier, la valeur nominale F' et le taux facial r sont les mêmes. Ainsi le taux modi- 
fié g ne dépend pas de la date de remboursement. Nous avons alors les m équations 
suivantes : 


Pi [5] (C— Ki) 


BRL [5] (C — Ko) 


Pm = Km + [5] (C — Km) 
Si nous cherchons le prix P = ÿ', P, de ce panier d’obligations, nous avons 


(7.9) & 
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Exemple 7.10. Déterminons le prix d’une émission d’une valeur de 80 000 $ 
d’obligations de valeur nominale de 10 000 $ ayant des coupons annuels au taux 
de 6% par année qui seront remboursées par 8 paiements annuels au montant de 
12 000 $ à partir de la fin de la 12° année. Ces obligations sont achetées pour rap- 
porter un rendement au taux annuel de 7,5%. Ici F — 10 000, C' = 12 000, r = 6%, 
g = Fr/C = 10 000(0,06)/12 000 = 5%, à = 7,5% et >}, C; = 8(12 000) = 
96 000. De plus 


SK, = 12000 (0? +2 %+...+ 2%) = 12 000 ag7.59 (1,075) 


S 


= 31 723,85. 
Donc le prix de l’émission sera 


0,05 
0,075 


P = 31 723,85 + ( ) (96 000 — 31 723,85) = 74 574,62. 


Remarque 7.1. Si la période de paiement des coupons ne coïncide pas avec celle 
du taux de rendement, il faut tout simplement revenir au principe de base, c’est-à- 
dire évaluer le prix en utilisant le diagramme des entrées et sorties. 


Pour conclure ce chapitre, nous voulons faire une courte parenthèse pour justi- 
fier l’équation (3.25) du chapitre 3 


_ 2(nR— L) 
GENE 


lorsque nous avons un prêt au taux d’intérêt : d’un montant de Z dollars rem- 
boursé par n versements égaux au montant de À dollars. Au chapitre 3, nous avons 
donné une explication analytique de cette approximation en considérant les pre- 
miers termes d’une série en ?. Maintenant nous voulons donner une autre interpré- 
tation de cette formule en procédant comme nous avons fait dans le présent chapitre 
pour obtenir l’équation (7.6). 

Avec les notations qui précèdent, nous avons que (n AR — L) est le montant total 
d'intérêt versé. Conséquemment pour chaque dollar de remboursement, la portion 
moyenne d'intérêt est (nR — L)/nR et la portion moyenne du prêt remboursé est 
1—{(nR — L)/nR = L/nR. Le montant du solde restant du prêt au début de 
chacune des périodes de paiement est 
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L pour la 1" période ; 
L 
L— (5) R=L- : pour la 2° période ; 
nR n 
L —1)L 
L—(m-—1) ( ) R=L- (EX) pour la m° période ; 
nR n 
L — 1)L 
L—-(n-1) (4) R=L- (2) pour la n° période. 
nR n 


Donc le montant moyen du solde restant du prêt pour chaque dollar de rem- 
boursement est 


E . (z ue) - R In ee) L ES 


Donc le taux d’intérêt du prêt 


portion moyenne d'intérêt _ (nR—L)/nR  2(nR—L) 
© montant moyen du solde restant  ((n+1)L/2nR)  (n+1)L 


qui est bien l’équation (3.25) du chapitre 3. 


Exercices résolus 


Exercice 7.1. Trois obligations avec valeur nominale de 10 000 $ chacune sont 
achetées pour obtenir un taux nominal de rendement de 8 % par année capitalisé 
à tous les six mois. Elles paient des coupons à tous les trimestres au taux nominal 
de 4 % par année capitalisé à tous les trimestres. La valeur de remboursement est 
10 100 $ pour chacune de ces obligations. Une des obligations a son échéance dans 
5 ans, l’autre dans 7 ans et la troisième dans 9 ans. Déterminer le prix total de ces 
trois obligations. 
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Exercice 7.2. Une obligation, dont le terme est de 20 ans, a des coupons annuels 
au taux annuel de 5 % pour les dix premières années, de 6 % pour les cinq années 
suivantes et de 7 % pour les cinq dernières années. À l’échéance, elle est rembousée 
à sa valeur au pair de 100 $. Cette obligation est achetée pour produire un taux 
annuel de rendement de 8 %. Déterminer son prix. 


Exercice 7.3. Étant donné une obligation dont le terme est de 10 ans, ayant des 
coupons semestriels et pour laquelle : 


1. le prix d’achat est 7 000 $; 

2. la valeur nominale est 10 000 $ : 

3. la valeur de remboursement est 10 500 $ ;: 

4. le taux nominal des coupons est 10 % par année capitalisé à tous les six mois. 


En utilisant la méthode du vendeur d’obligations de l’équation (7.7), déterminer 
une valeur approximative du taux nominal de rendement par année capitalisé se- 
mestriellement. 


Exercice 7.4. Une obligation dont le terme est de 10 ans, ayant des coupons an- 
nuels au taux de 9 % et une valeur nominale de 1 000 000 $ est achetée au prix de 
1 069 416,80 $. La valeur actuelle de la valeur de remboursement est 465 509,45 $. 
Déterminer 


1. le taux annuel à de rendement ; 
2. la valeur de remboursement ; 


3. la valeur comptable de cette obligation à la fin de la cinquième année. 


Exercice 7.5. Une obligation de valeur nominale de 100 000 $ et dont les coupons 
sont semestriels et au taux nominal de 6 % par année capitalisé à tous les 6 mois 
est achetée à 107 794,58 $ pour rapporter un taux nominal de rendement de 5% par 
année capitalisé à tous les six mois. Une obligation similaire dont le taux nominal 
pour les coupons est de 8 % par année capitalisé à tous les six mois est achetée 
au prix P et rapporte le même taux de rendement. Déterminer P si ces obligations 
sont remboursées au pair, c’est-à-dire à la valeur nominale de l’obligation. 


Exercice 7.6. Une obligation dont la valeur nominale est de 50 000 $, l’échéance 
est dans 10 ans et ayant des coupons annuels au taux annuel de r pour cent est 
achetée au prix de 55 391,62 $ pour un taux annuel de rendement de 6,5%. Sa valeur 
comptable après le paiement du quatrième coupon est 53 630,76 $. Déterminer le 
taux r ainsi que la valeur de remboursement de cette obligation. 
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Exercice 7.7. Une obligation dont l’échéance est dans 10 ans a des coupons an- 
nuels au taux de 7% par année pour les cinq premières années, de 6 % par année 
pour les cinq dernières années. Sa valeur nominale est 1 000 $. À l’échéance, elle 
est remboursé à 1 100 $. Si cette obligation est achetée pour rapporter un taux 
annuel de rendement de 5 %, déterminer son prix d’achat. 


Exercice 7.8. Etant donné une obligation dont l’échéance est dans 8 ans, ayant des 
coupons semestriels et pour laquelle le prix d’achat est 105 $, la valeur nominale est 
100 $, la valeur de remboursement est 103 $ et le taux nominal des coupons est 8 % 
par année capitalisé à tous les semestres, déterminer une valeur approximative du 
taux nominal de rendement annuel capitalisé semestriellement de cette obligation 
en utilisant la méthode du vendeur d’obligation de l’équation (7.7). 


Exercice 7.9. Une obligation dont l’échéance est dans 10 ans a des coupons an- 
nuels au taux de 6% par année pour les quatre premières années, de 4 % par année 
pour les six dernières années. Sa valeur nominale est 1 000 $. À l’échéance, elle est 
remboursé à 1 150 $. Si cette obligation est achetée pour rapporter un taux effectif 
de rendement de 7% par année, déterminer son prix d’achat. 


Exercice 7.10. Une obligation dont l’échéance est dans n années et ayant des cou- 
pons semestriels au taux nominal de 8% par année capitalisé à tous les six mois 
a comme valeur nominale 100 $ et comme valeur de remboursement 110 $. Au 
taux nominal de rendement de 6% par année capitalisé à tous les six mois, son prix 
est 121,16 $. Déterminer n et calculer sa valeur comptable à la fin de la troisième 
année. 


Exercice 7.11. Etant donné une obligation dont l’échéance est dans 6 ans, ayant 
des coupons annuels et pour laquelle le prix d’achat est 92 $, la valeur nominale est 
100 $, la valeur de remboursement est 102,50 $ et le taux effectif des coupons est 
4% par année, alors déterminer une valeur approximative du taux effectif annuel de 
rendement de cette obligation en utilisant la méthode du vendeur d’obligation de 
l'équation (7.7). 


Exercice 7.12. Une obligation dont l’échéance est dans 12 ans a des coupons an- 
nuels au taux de 3% par année pour les quatre premières années, de 5 % par année 
pour les quatre années suivantes et de 7 % par année pour les quatre dernières an- 
nées. À l'échéance, elle est remboursé à sa valeur nominale de 1 000 $. Si cette 
obligation est achetée pour rapporter un taux de rendement de 6 % par année, dé- 
terminer son prix d’achat. 
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Exercice 7.13. Une obligation dont la valeur nominale est de F' dollars, l’échéance 
est dans six ans et ayant des coupons semestriels au taux nominal de 6% par année 
capitalisé à tous Les six mois et remboursée à sa valeur nominale est achetée au prix 
de 1 427,53 $ pour un taux nominal de rendement de 7% par année capitalisé à 
tous les six mois. Déterminer F, ainsi que la valeur comptable de cette obligation 
immédiatement après le paiement du 5° coupon. 


Exercice 7.14. Etant donné une obligation dont l’échéance est dans 10 ans, ayant 
des coupons annuels et pour laquelle le prix d’achat est 108 $, la valeur nominale 
est 100 $, la valeur de remboursement est 103 $ et le taux facial des coupons est 
6% par année, alors déterminer approximativement le taux effectif de rendement de 
cette obligation en utilisant la méthode du vendeur d’obligation de l’équation (7.7). 


Exercice 7.15. Une obligation dont l’échéance est dans 15 ans a des coupons an- 
nuels au taux facial : le taux effectif d’intérêt de r pour cent pour les dix premières 
années et de 2r pour cent pour les cinq dernières années. Sa valeur nominale est 
100 000 $. À l'échéance, elle est remboursé à 105 000 $. Cette obligation est ache- 
tée au prix de 143 623,71 $ pour rapporter un taux effectif de rendement de 3,5% 
par année. Déterminer r. 


Exercice 7.16. Une obligation dont l’échéance est dans 8 ans, la valeur nominale 
est 1 000 $, la valeur de remboursement est 1 100 $ et ayant des coupons semes- 
triels au taux facial : le taux nominal de 6% par année capitalisé à tous les six mois 
est achetée pour rapporter le taux nominal de rendement de 4% par année capita- 
lisé à tous les six mois. Déterminer le prix de cette obligation, ainsi que sa valeur 
comptable après le septième coupon. 


Exercice 7.17. Une obligation dont l’échéance est dans 12 ans a des coupons an- 
nuels au taux facial : le taux effectif d’intérêt de 5% par année. Sa valeur nominale 
est 100 $. À l’échéance, elle est remboursée à C' dollars. Cette obligation est achetée 
94,10 $ pour rapporter un taux effectif de rendement de 6% par année. Déterminer 


C 


Exercices non résolus 


Exercice 7.18. Une obligation ayant n coupons annuels de 200 $ a respectivement 
comme valeurs comptables (selon la méthode actuarielle) immédiatement après le 
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78 coupon et après le 12° coupon : 3 917,24 $ et 4 114,73 $. Sa valeur de rembour- 
sement est de 5 000 $. 


1. Déterminer le taux effectif de rendement de cette obligation. 
2. Déterminer le prix d’achat de cette obligation. 

3. Déterminer le nombre n de coupons annuels. 
4 


. Déterminer la valeur comptable (selon la méthode actuarielle) de cette obli- 
gation immédiatement après le 5° coupon. 


5. Déterminer la valeur comptable (selon la méthode linéaire) de cette obliga- 
tion immédiatement après le 5° coupon. 


Exercice 7.19. Une obligation ayant 10 coupons semestriels a comme valeur no- 
minale F = 1 000 $. Elle est remboursée au pair (c’est-à-dire C' = F). Son prix 
d’achat P au taux nominal de rendement de 5,5% par année capitalisé semestriel- 
lement est 935,20 $. 


1. Déterminer le taux nominal facial de cette obligation. 


2. Déterminer la valeur comptable (selon la méthode actuarielle) de cette obli- 
gation immédiatement après le 7° coupon. 


3. Si l’acheteur de cette obligation ne réinvestit pas les coupons qu’il recoit et 
qu’il revend celle-ci immédiatement après le 8° coupon au prix de 975,00 $, 
alors déterminer le taux effectif de rendement de cette transaction pour l’ache- 
teur. 


Exercice 7.20. Deux obligations ayant des coupons annuels ont comme valeurs 
faciale et de remboursement : 5 000 $. Pour la première, son taux facial est de 
4,75% par année, son échéance est dans n années et son prix est P; — 4 476 $. 
Pour la seconde, son taux facial est de 5,25% par année, son échéance est dans 
(n +5) années et son prix est P; dollars. Le taux effectif de rendement de ces deux 
obligations est le même et est de 6% par année. 


1. Déterminer n. 
2. Déterminer le prix P2 de la deuxième obligation. 
Exercice 7.21. Une obligation ayant des coupons annuels et d’une durée de vie de 


10 ans a comme valeur nominale F dollars, comme taux facial : le taux effectif 
d’intérêt de 5% par année et comme valeur de remboursement de 6 500 $. Si elle 
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est achetée à un taux effectif de rendement à — 2% par année, alors son prix est 
de P dollars. Par contre si elle avait été achetée à un taux effectif de rendement 
i = 4,5%, alors son prix serait de (P — 1 450) dollars. Déterminer F'et P. 


Exercice 7.22. Alain achète un panier d’obligations consistant en 6 obligations de 
valeur nominale de 10 000 $ au taux facial de 6% par année capitalisé semestriel- 
lement et dont la valeur de remboursement est de 11 000 $. Les échéances pour 
ces obligations sont respectivement à la fin des 6°, 7°, 8°, 9, 10° et 11° années. Il 
achète ce panier pour que le taux de rendement soit de 7% par année capitalisé 
semestriellement. Déterminer le prix de ce panier. 


Exercice 7.23. Une obligation est achetée au prix P pour un taux effectif de rende- 
ment &. Celle-ci a 20 coupons annuels de 500 $ chacun et sa valeur de rembourse- 
ment est de 10 000 $. Les valeurs comptables de l’obligation immédiatement après 
les versements des 6° et 8° coupons sont 8 647,92 $ et 8 776,19 $ respectivement. 
Déterminer le taux de rendement 1, ainsi que le prix de l’obligation P. 


Exercice 7.24, Déterminer pour chacune des méthodes vues en classe le prix uni- 
forme et le prix du marché d’une obligation ayant des coupons payables le 1 juin de 
chaque année, dont la valeur nominale est de 50 000 $, la valeur de remboursement 
est aussi de 50 000 $, le taux facial est 4% par année et son échéance est le 1 juin 
2015 si elle est achetée au taux de rendement de 4,5% le 13 décemble 2007 


1. lorsque nous utilisons la convention « actuel/actuel » pour le temps écoulé 
dans la période : 


2. lorsque nous utilisons la convention « 30/360 » pour le temps écoulé dans la 
période. 


Exercice 7.25. Bernard considère l’achat d’une obligation rachetable. Dans ces 
placements, il souhaite toujours réaliser au taux effectif de rendement de 6% par 
année. L'obligation rachetable qu’il considère est de valeur nominale de 100 000 $, 
de taux facial de 4% par année capitalisé semestriellement. Sa durée est de 10 ans. 
Elle peut être rachetée à la valeur de remboursement de 105 000 $ à la fin de la 
6° année et à la fin de la 8° année à la valeur de remboursement de 110 000 $. Sa 
valeur de remboursement à l’échéance est 102 000 $. Quel prix maximal Bernard 
doit-il payer pour être assuré d’obtenir au moins le taux de rendement souhaité ? 


Exercice 7.26. Claudia a analysé l'offre d’une obligation dont la durée est de 8 
ans et ayant des coupons annuels à un taux facial flottant. La valeur nominale et 
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la valeur de remboursement de l’obligation sont de 10 000 $. Elle anticipe que les 
coupons seront de 3,5% pour les trois premières années et diminueront par un fac- 
teur de (0,95) pour chacune des cinq dernières années. Quel prix est-elle d'accord 
de payer cette obligation si elle souhaite au moins un taux de rendement de 5% par 
année ? 


Exercice 7.27. Daniel a acheté une obligation immédiatement après le versement 
d’un coupon. Il reste n coupons semestriels à être versés pour cette obligation. Sa 
valeur nominale et sa valeur de remboursement sont de 1 000 $. Le taux facial est de 
5% par année capitalisé semestriellement. Il a acheté cette obligation pour 940,31 $ 
obtenant ainsi un taux de rendement de 6% par année capitalisé semestriellement. 
Déterminer n. 


Exercice 7.28. Une obligation rachetable émise le 15 juin 2004 à comme date de 
rédemption le 15 juin 2044. Elle peut être rachetée au moment du versement d’un 
coupon à partir du 15 juin 2024. Pour les années 2024 à 2034, elle est remboursée 
à 1 100 $; pour les années 2035 à 2039, elle est remboursée à 1 050 $ ; pour les 
années 2040 à 2043, elle est remboursée à 1 010 $ et finalement pour l’année 2044, 
elle est remboursée à 1 000 $. Sa valeur faciale est de 1 000 $ et les coupons 
semestriels sont de 35 $. En utilisant une calculatrice financière, déterminer le taux 
nominal de rendement minimal obtenu si nous achetons cette obligation le 25 avril 
2008 au prix de 


1. P=995$: 
2. P=1105$;: 
3. P—=1025$. 


Exercice 7.29. Une obligation a une valeur nominale de 1 000 $ et elle paie des 
coupons semestriels au taux nominal d’intérêt de 6% par année capitalisé semes- 
triellement. Cette obligation vient à échéance dans 20 ans. Elle peut être rachetée 
pour 1 050 $ après le 30° coupon, pour 1 100 $ après le 35° coupon et pour 1 075 $ 
après le 38° coupon. À l’échéance, sa valeur de remboursement est de 1 000 $. 


1. Quel prix seriez-vous prêt à payer pour cette obligation pour obtenir un taux 
de rendement d’au moins 7% par année capitalisé semestriellement ? 

2. Si cette obligation est achetée pour 1 025 $ et que l’émetteur la rachète im- 
médiatement après le 35° coupon, quel sera le taux effectif de rendement 
annuel obtenu en supposant que les coupons ont été réinvestis au taux de 
rendement ? 


7 Obligations 255 


Exercice 7.30. Une obligation ayant des coupons annuels et d’une durée de 15 ans 
a comme valeur nominale 1 000 $, comme taux facial : le taux effectif d’intérêt de 
4% par année et comme valeur de remboursement de 1 100 $. Elle est achetée à un 
taux effectif de rendement à — 4,5% par année. 


1. Déterminer la valeur comptable selon la méthode actuarielle de cette obliga- 
tion immédiatement après le versement du 9 coupon. 


2. Si le détenteur de cette obligation la vend immédiatement après le versement 
du 5° coupon au prix de 1 010 $, déterminer le taux effectif de rendement de 
cette transaction en supposant que les coupons ont été réinvestis au taux de 
rendement. 


Annexe À 


Solutions des exercices 


A.1 Exercices du chapitre 1 


Solution A.1.1. Le montant net M, qu’Anatole aura à rembourser selon la pre- 
mière option sera 
Mi = 7 000(1,06) = 7 420. 


Le montant net 1 qu’ Anatole aura à rembourser selon la deuxième option sera 
MB = 15 000(1 + à) — 8 000(1,04) = 15 000(1 + à) — 8 320 

Nous voulons déterminer les taux d’intérêt à tels que M2 < M, c’est-à-dire 

15 000(1 + à) — 8 320 < 7 420 — 15 000(1 +) < 8 320 + 7 420 — 15 740. 

Donc 


15 740 
ie 
+5) 500 


et à est compris entre 0% et 4,933 333 3%. 


= 1,049 333 333 3, 


Solution A.1.2. Pour l’enfant de 2 ans, l’investissement dans le fonds en fiducie 
est la valeur actuelle de 30 000 $ payable dans 18 années, c’est-à-dire 


18 
30 000 | | = 7 507,47 $ 


(1.08) 


car il s’écoulera 18 années (périodes) avant que cet enfant ait 20 ans. 
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Pour l’enfant de 5 ans, l’investissement dans le fonds en fiducie est la valeur 
actuelle de 30 000 $ payable dans 15 années, c’est-à-dire 


1 15 
30 000 rs = 9 457,25 $ 


car il s’écoulera 15 années (périodes) avant que cet enfant ait 20 ans. 
Donc pour l’enfant de 2 ans, il faut investir 7 507,47 $ et pour celui de 5 ans, 
9 457,25 $ dans le fonds en fiducie. 


Solution A.1.3. Si Anatole conserve son certificat jusqu’à l’échéance de 6 mois, le 
montant accumulé À, sera 


6 
A; = 250 000 L + 0,08 (5) — 260 000 


au taux d’intérêt simple de 8% par année. 
Si nous étudions l’autre option, alors après 4 mois, le montant accumulé sera 


4 
250 000 Ë + 0,08 (5) = 256 666,67. 
Désignons par P : la prime demandée par la banque pour résilier le certificat et 


considérons le montant accumulé A2 par le montant réinvesti (256 666,67 — P) au 
taux d’intérêt simple de 9% par année, c’est-à-dire 


2 
A2 = (256 666,67 — P) L + 0,09 (5) = 260 516,67 — 1.015P. 


Nous voulons donc que la prime P fasse en sorte que les deux montants en À; et 
A2 soient égaux, c’est-à-dire 


A1 = 260 000 = 260 516,67 — 1,015P = A2 P = 509,03 $. 


Solution A.1.4. Nous pouvons considérer la valeur actuelle de chacune des options 
pour l’abonnement. La valeur actuelle pour la possibilité d’un abonnement de 250 $ 
avec réabonnement dans un an de 280 $ est 


1 
250 + 280 ; 
l1+i 
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alors que la valeur actuelle pour la possibilité d’un abonnement de 2 ans à 500 $ 
est 500 $. Nous voulons que ces deux possibilités soient équivalentes. Il nous faut 
donc déterminer + tel que 


1 
250 + 280 nl = 500 — 250(1+5)—=280 —= = 12%. 
î 


Si i < 12%, il est préférable de prendre un abonnement de 2 ans à 500 $, car sa 
valeur actuelle est inférieure à celle de l’abonnement d’un an avec réabonnement. Si 
i > 12%, il est préférable de prendre un abonnement d’un an avec réabonnement. 
Noter que dans tous les cas, nous supposons que le futur client veut s’abonner pour 
2 ans et qu’il suffit de déterminer seulement l’option la plus avantageuse. 


Solution A.1.5. Le montant accumulé après 2 ans sera 50 000(1+4)(1+1+0,01) = 
59 123,75. Nous obtenons ainsi l’équation quadratique 


(1+i)(1++0,01)=1,102475 <= à2+2,01i — 0,092 475 = 0. 


Cette dernière équation n’a qu’une seule racine positive 


. —2,01 + 4/(2,01)2 — 4(—0,092 475) 
%—= 


g 457% 


Le montant accumulé après les trois dernières années sera 
55 123,75[1 + (0,045 — 0,005)]* = 62 006,72 $. 


Solution A.1.6. Comme nous supposons que 0 < à < 1, nous pouvons utiliser le 
développement du binôme. Dans ce cas, 


1 A 3! 


n! 
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Ainsi 


HÉ— 1), _ #16 —2),3 


(1+ ét) — (1 + si) = CTI à Re 
té—1)4 2)... (E—(m—1))» 
n! 
_t1-t)2 (1-#(2-t)3, 
—= D t 3! LT 
» et AT), sui 


n! 


Parce que 0 < t < 1, alors cette dernière série est alternée, c’est-à-dire que les 
termes consécutifs n’ont pas le même signe. Il est alors connu que, dans le cas 
d’une série alternée, le premier terme borne la série. Nous avons ainsi 


EU 
7 2! 


IQ + it) — (1 +)! 
En effet en regroupant les termes, nous obtenons que (1 + it) — (1 + 4)" est égal à 


{10 2 (fe 200; (067060; ns .) 
21 3! 4! 


et chacun des termes entre crochet [ ] est positif. Noter que nous pouvons regrouper 
les termes parce que chacune des séries convergent absolument. 


Solution A.1.7. La banque « A » crédite l'intérêt au taux nominal d’intérêt à(4) — 
10% par année capitalisé à tous les trois mois. La banque «B » crédite l’intérêt au 
taux nominal d’intérêt (365) par année capitalisé à tous les jours. Pour être concur- 
rentiel, le taux nominal 4365) de cette dernière doit être équivalent à celui de la 
banque « A ». Donc 


NL D 
on ei ot in QUE 
Nous obtenons alors 41365) — 9,878 381 541%. La banque «B » doit créditer l’inté- 


rêt au moins au taux nominal d'intérêt de 9,878 381 541% pour être concurrentiel 
avec la banque « A». 
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Solution A.1.8. Notons par P : le prix d’achat en gros. Le prix de vente au détail 
s’il n’y a pas de promotion sera (1 + 0,35) P. Durant une promotion, ce prix sera 


1+0,15)P. Le taux d’escompte sera donc 
P 
[(1 + 0,35)P — (1+0,15)P] 0,20 
d = = — 14,814 814 8%. 
(1+0,35)P (1 + 0,35) . 


Solution A.1.9. 1. Nous avons que 


A(#) = A(0) exp ( | ‘5, az) = A0 ep ( jL “(0,04 + 0,01) ax) 


Dot 
= 15 000 exp (Ce + ed | = 15 000 exp(0,04t + 0,0054?). 
x=0 
La valeur accumulée le 1 janvier 2010 sera 
A(2) = 15 000exp(0,04(2) + 0,005(2)?) = 16 577,56 $. 
2. Le taux effectif d’intérêt pour la n° année est 
7e A(n) — A(n—1) 
D A(n — 1) 
15 000(exp(0,04n + 0,005n?) — exp(0,04(n — 1) + 0,005(n — 1)?)) 
_ 15 000 exp(0,04(n — 1) + 0,005(n — 12) 
= exp(0,04 + (2n — 1)(0,005)) — 1. 


3. Nous voulons déterminer to tel que A(to) = 2A(0). Nous obtenons donc 
que 


15 000 exp(0,0440 + 0,005#2) = 2(15 000) —  exp(0,04to + 0,005#3) — 2. 


Donc 0,040 + 0,005t5 — In(2) et nous obtenons ainsi l’équation quadratique 
0,005t + 0,040 — In(2) = 0. Donc to = 8,435 années. 


Solution A.1.10. Nous allons premièrement déterminer Ô. Si nous considérons la 
valeur accumulée par le montant de 5 000 $, nous avons 


5 00062306) 5 000% = 683625 — e655 — 6 830,25 
| 5 000 
6 836,25 
Nu 
on ( 5 000 ) 
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Donc Ô — 4,6%. 
1. Le taux effectif d’intérêt pour la troisième année est 


_ (5 000e2e168 5 000e2ÿ) RU mu 
5 000e25 
= 0,076 376 169. 


Donc i3 — 7,637 616 9%. 
2. Le taux effectif d’escompte pour la quatrième année est 


da = (5 000e2e02)0,68) _ 5 000e2e16%) = 1 80h66 1 5700736 
in 5 000e25e(2)(1,66) — e en le 


= 0,070 956 763. 


Donc d4 = 7,095 676 3%. 

3. Après deux ans, le montant accumulé sera 5 000e2 — 5 0006002 — 
5 481,82 $ et conséquemment ce sera après 2 ans que l’investissement vaudra 
6 000 $. Si t désigne le temps nécessaire après la deuxième année pour que le 
montant accumulé soit 6 000 $, nous avons 


e0:078 6€ _ 6 000 
5 481,82 


5 481,82 61615 = 5 481,8260078 6€ = 6000 — 


= 0,0736t—In (ne) 


Donc t — 1,227 et ce sera après 3,227 années que l’investissement vaudra 6 000 $. 


Solution A.1.11. Nous avons Ke—%5 — 1 450 et Ke%9/2 — 1 900. Il est alors 
possible de déterminer X et ô. En effet, 
Ke=Ÿ? 1900 | 3572 _ 1900 
Ke—35 1 450 1 450 


et K = 1 450e%(0:180 2) — 9 489,70 $. Si d est le taux d’escompte équivalent au 
taux instantané d'intérêt 6, alors 


=  ÿ—18,02% 


1—-d=e 5e 01802 = q—1-6-01802 _ 5 164 896 826. 


Si le nouveau taux d’escompte est d’ — d/2 — 8,244 841 296%, alors la valeur 
actuelle de X dollars payable dans 3 ans à ce taux d’ sera 


(1— d'K = (1— 0,082 4)Ÿ(2 489,70) = 1 923,26 $. 
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Solution A.1.12. Si à et d sont respectivement le taux effectif d’intérêt et le taux 
effectif d’escompte équivalents au taux instantané d’intérêt 6, alors 


(l+ii=e et (1-d)=e. 


Si à’ et d’ sont respectivement le taux effectif d’intérêt et le taux effectif d’escompte 
équivalents au taux instantané d’intérêt 26, alors 


A+r)=eñ= (hi) =(iraure) = dents 
et 
A-d)=e #=(i-d)=(i-2d4) = d=2d-ê<4. 
Donc i’ est plus grand que 21 et d’ est plus petit que 24. 


Solution A.1.13. Nous avons l'équation 15 000(1 + à)? — 17 250 et conséquem- 
ment à — 7,238 052 946%. Le montant accumulé après les 4 années supplémen- 
taires sera 17 250(1 + à + 0,005)* = 17 250(1,077 380 529 46)4 = 23 241,58 $. 


Solution A.1.14. Nous avons les deux équations 
K(1+i) °=1650 et 2K(1+ 4)$ — 6 250. 


Donc 
2K(1 + i)5 : 6 250 


K(1+4)-5 1650 
eti — 5,977 848 372%. En substituant dans la première équation, nous obtenons 
que 


2(1 650)(1 + à) = 6 250 


K(1,059 778 483 72) Ÿ —=1650 —  K = 1650(1,059 778 483 72)°. 


Donc À = 2 205,77 $. 


Solution A.1.15. Nous avons les équations Lel0 — 6 930 et Le®(39) — Lel5ù — 
9 125. Conséquemment 


Lel5ÿ 9125 


56 . 
TC ETS e0=1,316 738817 — 6 — 5,503 161 725%. 
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En substituant dans la première équation, nous obtenons 
Lo pe 080 2 = 30078, 
Le taux d’escompte d équivalent à Ô est obtenu par 
1-d=e = d=1-e 5,354 477 7%. 


La valeur actuelle recherchée est L(1—1,5d)* = 3 997(1—1,5(0,053 544 777))° — 
3 109,20 $. 


Solution A.1.16. Nous avons deux équations : 
K(1,07) "=2037,03 et 2K(1,05) ” = 4 737,88. 


De ces deux équations, nous obtenons À — 2 037,03(1.07)" et en substituant 
dans la seconde équation, nous obtenons 2(2 037,03)(1,07)"(1,05) 7" = 4 737,88. 
Conséquemment 


1,07\* 1,07\* _4737,88 
4 074,06 | — 47378 — | = "77 = 1,162 938 199 
| (5) | (5) 407406 


1,07 
= nn (59) = (1.162 038 100) =  — 


De la première équation pour K, nous obtenons K = 2 037.03(1,07)° = 3 500 $. 


A.2 Exercices du chapitre 2 


Solution A.2.1. Il nous faut déterminer la valeur actuelle des deux modes de paie- 
ment, celle proposée par le vendeur et celle proposée par Adonias. Dans la propo- 
sition du vendeur, il y a 5 paiements. La valeur actuelle du 1° paiement est 500 $. 
La valeur actuelle du 2° paiement, celui dans 3 mois, est 


DA2NT* 
500 | 1 + — = 485,30 $. 
12 
La valeur actuelle du 3° paiement, celui dans 6 mois, est de 
DANS 
500 (: — D ) — 471,02 $. 
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La valeur actuelle du 4° paiement, celui dans 9 mois, est de 


IN 
“) — 457,17$. 


500 (1 + 


La valeur actuelle du 5° paiement, celui dans 12 mois, est de 


ONE 
500 (1 + — ) — 443,72 $. 


Donc la valeur actuelle de ce qui est proposé par le vendeur est la somme des 
valeurs actuelles calculées ci-dessus, c’est-à-dire 500+485,30+471,02+457,17 + 
443,72 = 2 357,21 $. 

Dans la proposition d’Adonias, il y a aussi 5 paiements. La valeur actuelle du 
1° paiement est 500 $. La valeur actuelle du 2° paiement, celui dans 4 mois, est 


DIN 
500 (: + D ) — 480,49 $. 
La valeur actuelle du 3° paiement, celui dans 8 mois, est de 
0,12\ 
500 (: — T ) — 461,74$. 


La valeur actuelle du 4° paiement, celui dans 12 mois, est de 


GA2N 
500 (: — T ) — 443,72 $. 
La valeur actuelle du 5° paiement, celui dans 16 mois, est de 
Ü. 121778 
500 (: + 1 ) — 426,41 $. 


Donc la valeur actuelle de ce qui est proposé par Adonias est la somme des va- 
leurs actuelles calculées ci-dessus, c’est-à-dire 500 + 480,49 + 461,74 + 443,72 + 
426,41 = 2 312,36 $. 

Ainsi la valeur actuelle de l’économie réalisée par Adonias si le vendeur ac- 
cepte sa proposition est 2 357,21 — 2 312,36 — 44,85 $. Ces deux façons de payer 
sont des annuités. Nous verrons plus tard comment évaluer les valeurs actuelles et 
accumulées des annuités ou rentes. Ce problème aurait pu être résolu plus facile- 
ment avec ces notions ! 
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Solution A.2.2. Si nous considérons la valeur actuelle des paiements que Barnabé 
fera à Anatole, nous obtenons 


NET HN * "CR 
5000 =200[1+-] +200[1+—] +5000[1+-) . 


Ceci est l’équation de valeur avec comme date de comparaison : 1 juillet 2007. Si 
pour ce prêt nous avions utilisé la date de comparaison : 1 juillet 2011, alors nous 
aurions obtenu l’équation 


;@\ FOR 2) 
5000[1+—-] =200[1+—-) +200[1+-—-) +5 000, 


c’est-à-dire 


;:@\° NS 52 \* 
5000[1+—) -200[1+—-) -200[1+—-) —5000 =0. 


Il est possible de montrer que ce polynôme en i@) a une seule racine réelle positive. 
En utilisant la méthode de bissection, il est possible de vérifier que 42) & 2,03%. 

Si nous considérons maintenant la valeur actuelle des paiements que Barnabé 
fera à Cléo au 1 janvier 2009, nous obtenons 


;2\ Où 
5000=200[1+%-) +5000[1+-) . 


Si nous avions plutôt utilisé la date de comparaison : 1 juillet 2011, alors nous 


aurions obtenu 
OR 59° 
5 000 Fes — 200 ie + 5 000, 


52) jO\* 
5000[1+—] -200[1+—]) -5000=0. 


Il est possible de montrer que ce polynôme en (2) a une seule racine réelle positive. 
En utilisant la méthode de bissection, il est possible de vérifier que j @) & 1,626%. 
Donc à) > j0), 


c’est-à-dire 


Annexe A Solutions des exercices 267 


Solution A.2.3. 1. II nous faut calculer la valeur actuelle du paiement des salaires 
des 30 employés pour les 5 années pendant lesquelles ils seraient remplacés par 
le robot. Il y aura donc 60 versements mensuels d’un montant de 30 x 2 500 — 
75 000 $. La valeur actuelle du versement au k° mois est 


—k 
0,09 
75 000 [1 ? . 


Donc la valeur actuelle des salaires des 30 employés pour les 5 prochaines années 
est 


60 —k 60 k 
0,09 ji 
75 000 | 1 + — = 75 000 —— 
> ( T1 ) Den 


k=T 
nee 
 ACUR. HS 
| 1- (Ts) | 


— 3 613 003,01 $ 


Donc le prix du robot doit être inférieur à 3 613 003,01 $. 
2. Nous avons déjà calculé la valeur actuelle des salaires des 30 employés pour 
5 ans. La valeur actuelle du prix de vente du robot après 5 ans est 


0,09 
12 


—60 
225 000 (i + ) — 143 707,44 $. 


Si nous désignons par P : le prix maximal pour le robot dans cette hypothèse, 
alors P — 143 707,44 < 3 613 003,01 et conséquemment P < 3 613 003,01 + 
143 707,44 = 3 756 710,45 $. Ce prix doit être inférieur à 3 756 710,45 $. 


Solution A.2.4. 1. Notons par P : le montant prêté. Si nous considérons l’équation 
de valeur à la date de comparaison t = 0, nous obtenons 


DOBŸ 0,05 \  # ORNE 
P=1000(1+ n.) +1500 (14%) + 2.000 (1 + —) 


ee 


4 
= 951,52 + 1 358,10 + 1 723,02 + 1 680,74 = 5 713,38 $. 


+ 2.000 (1 + 
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Donc Anatole a emprunté 5 713,38 $ si le taux d’intérêt est i® = 5% par année 
capitalisé à tous les trimestres. 

2. Si nous considérons l’équation de valeur avec comme date de comparaison 
la fin du 7° semestre, nous obtenons 


RON 52 \° 52 \° 
5500[1+—] —1000[1+—-) +1500 [1+— 


10) 
+ 2 000 Les + 2 000. 
Il nous faut donc trouver les zéros positifs de la fonction f(x) égale à 


x\7 T\ÿ T\3 T 
5500(1+5) —1000 (145) —1500 (145) — 2.000 (1 + 5) — 2 000. 


Nous allons utiliser la méthode de bissection en commençant avec les valeurs zo = 
5% et x1 = 10%. Dans ce cas, f(5%) = —258,97 et f(10%) = 626,33. Nous 
avons alors les valeurs suivantes : 


n | Formule de de (ra) 
bissection 
2 (to + x1)/2 7,5% 164,46 
3 | (xo+x2)/2 | 6,25% -51,91 
4 | (x2+x3)/2 | 6,875% 55,09 
5 | (x3+24)/2 | 6,5625% 1,30 
6 | (x3+x5)/2 | 6,406 25% -25,38 
T | (x5 +x6)/2 | 6,484 375% -12,06 
8 | (xs +x7)/2 | 6,523 437 5% -5,39 
9 | (xs +xs8)/2 | 6,542 968 75% -2,04 
10 | (x5+x9)/2 | 6,552734375% | -0,38 
11 | (x5 +210)/2 | 6,557 617 188% | 0,46 


Nous obtenons que 42) & 6,55% par année capitalisé à tous les semestres. 
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3. Notons par P : le montant prêté. Déterminons premièrement P. En utilisant 
t = 0 comme date de comparaison, nous obtenons l’équation de valeur 


0,045 \ —!? 0,045 \ 74 
P=1 Res 1 1 | 
000 (1 + D.) + 500 (1 + D.) 


0,045 \ “5 0,045 \ 
2 Fr 2 ls 
+200 (1+ 0) +200 (1+ 0) 


= 956,08 + 1 371,13 + 1 747,87 + 1 709,06 = 5 784,14. 


Donc Anatole a emprunté 5 784,14 $ . Si Anatole rembourse son prêt 2 mois après 
son deuxième versement, notons par X : ce dernier versement. En considérant 
l’équation de valeur à la date de comparaison : la fin du 26° mois, nous obtenons 


0,045 \ 6 0,045 \ 0,045 \ ? 
sr (1+ _ ) = 1000 (1+ D ) +1500 (1+ ) +X 


12 


Donc 6 375,34 = 1 053,80+1 511,27+ X et X = 3 810,27 $. Le montant à verser 
à la banque est 3 810,27 $. 


Solution A.2.5. 1. Ici nous mesurons le temps en période de capitalisation, c’est- 
à-dire en mois. Il nous faut calculer l’échéance moyenne t*. Il nous faut résoudre 
l’équation 
4 00027 = 300 + 4007 + 3002? + 3002* + 4007 + 2502° + 2507 + 35077 
+ 4002 + 3501° + 350v10 + 3507! 


0,05\ 7! 
pres — 0,995 85. 


où 


Donc 


4 0007 = 300 + 398,34 + 297,52 + 206,28 + 393,40 + 244,86 + 243,84 + 339,96 
+ 386.91 + 337,14 + 335,75 + 334,35 
= 3 908, 35. 


Alors 


# 3 908,35 3 Te.) 


ER en den ne #° = 5,575 mois. 
4 000 Le a ( 4 000 Pre 
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2. Nous voulons déterminer l’échéance moyenne approchée #. Nous avons en 
regroupant les termes 


7 _ 300(0+2+ 3) + 400(1+4+8) + 250(5 + 6) + 350(7 +9 +10 +11) 
= 300(3) + 400(3) + 250(2) + 350(4) 


= 5,6 mois. 


3. Nous voyons que & > t*. L'écart est & — &* — 0,025 mois, c’est-à-dire 
(0,025) (30) = 0,75 jour. 


Solution A.2.6. 1. Notons par L : le montant prêté. Le taux d’intérêt par semestre 
est 8%/2 = 4%. Si nous considérons l’équation de valeur à la date de comparaison 
t = 0, nous obtenons 
L = 30 000(1,04) * + 20 000(1,04) + 10 000(1,04) Ÿ + 5 000(1,04) ! 
= 52 135,14$. 
2. Notons par X : le dernier paiement à faire dans 3 ans. Si nous considérons 


l’équation de valeur à la date de comparaison : la fin de la 6° année après avoir 
renégocié le prêt est 


52 135,14(1,04)!? = 30 000(1,04)° + 20 000(1,04)$ + X. 


Le dernier paiement sera X = 17 106, 59 $. 
3. Nous voulons déterminer l’échéance moyenne t*. Nous avons 


65 000(1,04)-* —52135,14 — + — 5,623 255 127 semestres, 


c’est-à-dire après 2 ans et 296 jours. 


Solution A.2.7. 1. L’équation de valeur à la date de comparaison : quatre ans après 
le prêt, est 


10 000(1 + i)Ÿ = 3 O00(1 + &)* + 4 000(1 + à) + 5 000. 


2. Il nous faut trouver le zéro de f(x) — 10 000(1 + x)* — 3 O00(1 + x)° — 
4 000(1 + x) — 5 000 compris entre 6,5% et 7%. Nous allons utiliser la méthode de 
bissection en commençant avec les valeurs xo — 6,5% et x1 — 7%. Dans ce cas, 
1(6,5%) = —19,18 et f(7%) — 152,83. Nous avons alors les valeurs suivantes : 
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n | Formule de de Cr) 

bissection 
(xo + æ1)/2 | 6,75% 66,46 
3 | (x0+x2)/2 | 6,625% | 23,54 
(xo + x3)/2 | 6,5625% | 2,16 


Du tableau, nous pouvons conclure que à est compris entre 6,5% et 6,5625%. 
Nous avons que à & 6,5% par année. 
3. Nous avons l’équation 


d@2) ; 
5000[1-—]=4800 = d=8%. 
Solution A.2.8. Nous avons l'équation 1 000 = X(1,07)_1+(1200—X)(1,07) . 
Ainsi 1 000 — 1200(1,07) * = X{(1,07) ! — (1,07) *] et alors X = 172,83 $. 
Solution A.2.9. Nous avons les deux équations suivantes : 
Ke 2800 et 2Ke 60/2 25935. 


Nous obtenons alors 


2Ke-% 5935 


= ô ô 
Ke = 9800 = 26° =2,119642857 — e° = 1,059 821 429. 


En substituant dans la première équation, alors 
K = 2 8004 = 2 800(1,059 821 429){ = 3 532,55 $. 


Si 4 est la taux effectif d’intérêt équivalent à Ô, nous avons 


1+i= à = 5,982 142 9%. 


Finalement nous voulons calculer 


3 532,55(1 + (0,75)(0,059 821 429))Ÿ = 4 029,68 $. 
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Solution A.2.10. Nous avons les deux équations 


10 000(1+i)" =17958,56 et 5 000(1+4)"*! = 9 428,95. 


Conséquemment 
5 000(1 + i)"+1 9 428,25 ; 2(9 428,25) : 
a — (1+i) = è = 5%. 
10 000(1 +)" 17 958,56 17 958,56 


Si nous substituons dans la première équation, nous obtenons 
10 000(1,05)" = 17 958,56 —  n=— 12. 
Finalement nous voulons calculer 2 000(1,05)-242) = 620,14 $. 


Solution A.2.11. 1. L’équation de valeur à la date de comparaison : cinq ans après 
le prêt, est 


8 O00(1 + i)° = 2 000(1 + à)? + 5 O00(1 + 4)? + 3 000. 


2. Il nous faut trouver le zéro de f(x) = 8 000(1 + x)° — 2 000(1 + x)° — 
5 000(1 + x)? — 3 000 compris entre 6,5% et 7% en utilisant la méthode de bissec- 
tion. Nous allons utiliser la méthode de bissection en commençant avec les valeurs 
zo = 6,5% et x1 — 7%. Dans ce cas, f(6,5%) — —126,33 et f(7%) — 45,83. 
Nous avons alors les valeurs suivantes : 


n | Formule de da FC) 
bissection 
(Go+æn)/21675% |-40,79 
(a1+a2)/2 | 6,875% | 2,38 
(ro + æ3)/2 | 6,812 5% | -19,23 


Du tableau, nous pouvons conclure que à est compris entre 6,812 5% et 6,875%. 
Nous avons que à & 6,8% par année. 

3. Notons par j : le taux effectif d’intérêt. Nous avons l’équation de valeur à la 
fin de la 4° année comme date de comparaison : 8 000(1 + j)* = 5 000(1 + j)? + 
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5 000. Cette équation peut s’écrire sous la forme : 8 000(1 + 5)4 — 5 O00(1 + 5)? — 
5 000 = 0 De ceci, nous obtenons que 


Ga pe = 5000 + V5 000)? — 4(—5 000)(8 000) _ 5 + 185 


2(8 000) 16 
Donc 
+ V5+4V185 …_. V5+V185 —4 
(1 + 5) = 2 = — à : 


Solution A.2.12. Nous avons les équations suivantes : 
P(1+:)?=6225 et 6225(1+ + 0.02) — 6 630. 


De la seconde équation, nous obtenons à — 4,506 024 094%. En substituant dans la 
première équation, nous obtenons P = 6 225(1,045 060 240 94)? — 5 699,76 $. 


Solution A.2.13. Nous avons l’équation 
1 00065 = 1 070e(086)5) = 1 07064 =  eÿ = 1,07. 


Si à est le taux effectif d’intérêt équivalent à 6, alors (1 + 4) = eÿ — 1,07, c’est- 
à-dire à — 7%. Finalement nous voulons calculer 4 000(1 + (1,1)(0,07)) * = 
3 201,94 $. 


Solution A.2.14. Si nous considérons l’équation de valeur à la fin de la 3° année 
comme date de comparaison, alors 


(L + 1 000)(1,06)? = (0,4)L(1,06) + (0,9)L =  L=8956,12$. 


Solution A.2.15. 1. L’équation de valeur à la date de comparaison : la fin de la 6° 
année est 


7 700 = 2 000(1 + i)$ + 1 000(1 + 4)” + 3 000(1 + i)* 


2. Il nous faut trouver le zéro de f(x) = 2 000(1 + x)$ + 1 000(1 + x)° + 
3 000(1 + æ)* — 7700 compris entre 5% et 5,5% en utilisant la méthode de bissec- 
tion. Nous allons utiliser la méthode de bissection en commençant avec les valeurs 
xo = 5% et &1 = 5,5%. Dans ce cas, f(5%) = —97,01 et f(5,5%) = 81,12. Nous 
avons alors les valeurs suivantes : 
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n | Formule de Ln FL) 
bissection 

2 | (xo + x1)/2 | 5,25% -8,37 

3 | (x1+x2)/2 | 5,375% 36,27 

4 | (x2+x3)/2 | 5,3125% | 13,92 

5 | (x2+x4)/2 | 5,281 25% | 2,77 


Du tableau, nous pouvons conclure que à est compris entre 5,25% et 5,281 25%. 
Nous avons que à & 5,2% par année. 

3. Notons par j : le taux effectif d’intérêt. Nous avons l’équation de valeur à la 
date de comparaison : la fin de la 6° année 3 000(1 + 5)$ + 3 000(1 + j)° = 7 700. 
Nous pouvons écrire cette équation sous la forme 3 000(1 + 5)$ + 3 000(1 + j)* — 
7 700 = 0. De ceci nous obtenons que 


3 _ —3000 + 4/(8 000)? — 4(3 000)(—7 700) _ —15 + 2535 


1+j 
A +5) 2(3 000) 30 
Donc 
…_s/—15-+ 12535 __ s]—15+ 2635 
A+D= = = = = 1. 


Nous avons alors que j & 5,621% 
Solution A.2.16. Nous avons l’équation de valeur avec comme date de comparai- 
son : la fin de la 5° année 


3 000 


5 8 _ Se — 
R(1,08)° + (1,5)R(1,08) = (R+3000) = R= 2.358 896 077 


Donc R — 1 271,78 $. 


Solution A.2.17. Posons j — 1°) /2. Nous avons comme condition 


1 800 
1 500(1+ 5) =1800(1+5) À = (1+35)*= rm 
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Nous obtenons alors que j — 4,663 513 937%. Donc 10) = 9,327 027 874%. Si 
i désigne le taux effectif d’intérêt équivalent à 40), alors à = 9,544 511 496%. La 
valeur accumulée recherchée est 5 000(1 + (1,2i))° = 13 268,15 $. 


Solution A.2.18. L’équation de valeur avec comme date de comparaison : la fin de 
la 6° année est 
14 868,74 


10 000(1,08)$ = X (1,08)? + (X +1 x 
0 000(1,08) (108) +(X+1000) = 2.166 4 


= 6 863,34 $. 


Solution A.2.19. 1. L’équation de valeur avec comme date de comparaison : le 
début du prêt est 


X+X(1,05) ? = 3 000(1,05) +4 000(1,05) * +8 000(1,05) 1° = 9 857,31. 


Donc X — 5 168,93 $. 
2. Nous voulons déterminer l’échéance moyenne t*. Nous avons 


15 000(1,05) © = 3000(1,05) +4 000(1,05) +8 000(1,05) 1° = 9 857,31. 


Donc t* = 8,605 années, c’est-à-dire après 8 ans et 220 jours. 
3. Nous avons l’équation de valeur à la fin de la 10° année comme date de 
comparaison : 


3 000(1 + 5) + 4 000(1 + j)? + 8 000 = 15 600 


Cette équation est équivalente à 30(1 + j)* + 40(1 + 5)? — 76 — 0. De ceci nous 


obtenons que 


2 _ —40+ (4077 —4(0)(-76) _ —40 + VT0 720 


G +) 2(30) 60 


Donc 


; —40 + 10720 : —40 + 10720 
AD ge à 60 


Solution A.2.20. Le taux d'intérêt par trimestre est à — 8%/4 = 2%. Alors l’équa- 
tion de valeur à la date de comparaison { = 0 est 


5 000 — 2X(1,02) # + X(1,02) =  X — 2 003,63 $. 
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A.3 Exercices du chapitre 3 


Solution A.3.1. Le taux d'intérêt par trimestre est à = 10%/4 = 2,5%. L’ équation 
de valeur à la date de comparaison { = 0 est alors 


25 000 = Kago 59 +(1,2)K (1,025) Vagosx = 25000 = 14,231 975 76K. 


Donc À = 1 756,61 $. 
Nous aurions aussi pu écrire l’équation de valeur sous la forme suivante : 


25 000 — (12) K ax 5% : (0,2) Kago,5%- 
Nous obtenons la même valeur pour À que ci-dessus. 


Solution A.3.2. Nous noterons par à : le taux d’intérêt par année. Pour la première 
option, l’équation de valeur à la date de comparaison { = 0 est 


L 
ms To. 
oi + 1,97 "ag; 


L = Xamg; + (1,5)Xv ag; 


Pour la deuxième option, l’équation de valeur à la date de comparaison { = 0 


est 


L 
L'= Ya; = 


a5üi 


Pour la troisième option, l’équation de valeur à la date de comparaison { = 0 


est 
L 


L=(15)Zamm:+ZrMas. - 
( ) 10l4 10li 1,5 Axa: ra van: 


Calculons maintenant Y/X. 


YU ami t 150 am _ [A —v°)/i] +1,50 °[( — v)/à 
À Ai [CL — v20)/i] 
__(G-210)#1,500(1 210) (141,501) (—0,5+1,5 +1,5710) 
(om) Or) (+2) (la) 
0,5 
= 1,5 - ;-_— 
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Mais v = (1+) let1+v = 1+(1+5) 1 <1+1=2cari > 0. 
Conséquemment 


1 à 1 . 0,5 > 1 
(1410) 7 2 (1 +10) 4 
Donc 
ÿ. 28 05 03 15 , y 5x 
X 2 (1+v10) 2 4 4 4" 


Calculons maintenant Y/Z. 


Y _1,5ami + var: __1,5[(1 -— 10) /à] + v10[(1 — 10) /à] 


Z ao : [( — 29) /à] 
_1,54-v10)4+2%10 23210) (454710) (05+1+%10) 
7 G-200+20 7 A+) — (+7) 
=1+ se 
_ (1 + 10) 
Mais comme ci-dessus 
1 SE à 05 1 
(1+v10) 7 2 (1+v10) 7 4 
Ve Y 0,5 F s 5Z 
= 1 + ? 1 = b, Fe, 
Z ARRAO  CEE ANS ST 4 


Solution A.3.3. Supposons que c’est le n° mois pour lequel il n’y a pas eu de paie- 
ment. Le taux d’intérêt par mois est 15%/12 = 1,25%. Nous avons donc comme 
équation de valeur à la date de comparaison { = 0 


25 000 = 698,58a791,25% — 698,58(1,0125) 
Cette équation est équivalente à 
698,58(1,0125) " — 698,58a3g 1,25% — 25 000 = 481,08. 
Nous obtenons ainsi 
698,58(1,0125) ” = 481,08 —  n = 30. 


Ce sera donc au 30° mois qu’il n’y aura pas de paiement. 
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Solution A.3.4. Notons i(t) /4 par à. Donc à est le taux d’intérêt par trimestre. Si 
nous considérons l’équation de valeur à la date de comparaison { = 0 pour le prêt, 
nous obtenons 


1— An 
15 000 = 3Maz; = 394 2 où = (1+i) 1. 
t 


Si nous considérons l’autre transaction, celle des dépôts, nous obtenons comme 
équation de valeur à la date de comparaison t = (4n + 1) 
25 000 = 339,97aza;(1 + 4)°+1 
Comme 15 000 = 394a3%;, nous avons az; = 15 000/394. Donc 


(25 000) (394) 
(15 000)(339,97) 


(1 +5) = = 1,931 543. 


Conséquemment 


15 000 = 724 1 = me 1 Œ +5) 
i (1 +i)# i (1 + ai) 


__ 394 ; (1+i) 
oi 1,931 543 


et avec un peu d’algèbre, nous obtenons 


304 304 
1 ts = 1,2 
( AR post x) CT NT DS 


Maintenant que nous connaissons ?, nous pouvons utiliser l'équation 15 000 = 
39447 1,259 Ainsi 


1—(1,0125) 
0,012 5 


15 000 = 394 ( ) = (1,012 5) 4 = 0,524 111 675. 


En prenant le logarithme de chaque côté, nous obtenons 


—Ann(1,012 5) = In(0,524 116 75) An = 52 n = 13. 


Finalement 419 — 4(1,25%) = 5% et n = 13. 
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Solution A.3.5. 1. Le taux d’intérêt par trimestre est à — 12%/4 = 3%. L’ équation 
de valeur à la date de comparaison { = 0 est alors 


150 000 = Ray 3x R = 6 489,36 $. 


Le total des versements est (40)(6 489,36) = 259 574,40 $. 
2. Le taux d’intérêt pour chaque trimestre est toujours de 3%. L’équation de 
valeur à la date de comparaison : la fin de la 40° année est 


X = 150 000(1,03)4 — 489 305,66 $. 


Il faut donc verser 229 731,26 $ en plus dans ce cas. 

3. Nous avons vu en 1. que les paiements trimestriels étaient de 6 489,36 $. 
Si Adonias rembourse plus rapidement après la 6° année, il versera le montant Y 
dollars à partir du 25° paiement jusqu’au 32° paiement. Nous avons l’équation de 
valeur à la date de comparaison t{ = 0 


150 000 = 6 489,36a5n3y, + Y (1,03) “ag sv Y =11612,10$. 


4. Dans la première option, chacun des versements à partir du 9% trimestre jus- 
qu’au 40° trimestre sera augmenté à Z dollars. Nous avons l’équation de valeur à 
la date de comparaison t = 0: 


150 000 = 6 489,36ay3x, + Z(1,03) Saga go Z = 6 807,64$. 


Donc Adonias paiera alors 6 807,64 $ à partir du 9 trimestre dans la première 
option. 

Dans la seconde option, Adonias fera des versements de W dollars à partir du 
9 trimestre jusqu’au 41° trimestre. Nous avons l’équation de valeur à la date de 
comparaison { = 0: 


150 000 = 6 489,36 ax 39, + W(1,03) Vazz gx W = 6 684,048. 


Donc Adonias fera des versements de 6 684,04 $ à partir du 9 trimestre jusqu’au 
41° trimestre dans la seconde option. 


Solution A.3.6. Notons par à : le taux effectif d'intérêt équivalent au taux d’intérêt 
nominal 42) — 10% et par d est le taux d’escompte équivalent au taux d’intérêt 
nominal 42) = 10%. Ces deux taux sont obtenus de 


2 
(2) TON 
(1 — d) = (1+ de = É + 5) = (1 + ) = 0,907 029 5. 
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Ainsi d = 9,297 05% et à = 10,25%. 

1. Si le 1 000 000 $ doit être partagé également entre les deux organismes de 
charité, chacun reçoit 500 000 $ au décès de Diogène. Pour le 1° organisme, nous 
avons l’équation de valeur à { = 0: 


0,10) 7! DAON CI 
500 000 = x (1: >) di = x (142) — 


d 


Donc X = (500 000)(0,092 970 5)(1,05) = 48 809,52 $. 
Pour le 2° organisme, nous avons l’équation de valeur à { = 0: 


900 000 = Y'asi = + Y=51250$. 


0,102 5 


2. Il suffit de procéder comme en 1., sauf que dans ce cas, le 1° organisme 
reçoit 666 666,67 $ et le 2° reçoit 333 333,33 $. Nous avons pour le 1° organisme 
l'équation de valeur à { = 0: 


0,10)! D TON #1 
666 666,67.= x (1+ °°) di = X (1+ : ) 


d 
et ainsi X — 65 079,35 $. 
Nous avons pour le 2° organisme l’équation de valeur à { = 0: 


Y 
= V'asai = Y =3411 
333 333,33 avai 0,102 5 > 34 166,67 $ 
3. Il suffit de procéder comme en 1., sauf que dans ce cas, le 1‘ organisme 
reçoit 333 333,33 $ et le 2° reçoit 666 666,67 $. Nous avons pour le 1° organisme 
l'équation de valeur à { = 0: 


0,10)! 0,10\ 11 
sagas = x (1+ 5 ) di = X (1+ : ) : 


et ainsi X — 32 539,68 $. 
Nous avons pour le 2° organisme l’équation de valeur à { = 0: 


666 666,67 = Y'asa:; — >. = 68333335. 


0,102 5 
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Solution A.3.7. 1. Notons par X : la valeur accumulée. Le taux d’intérêt par mois 
est 4012) /12 = 9%/12 = 0,75%. L'équation de valeur à la date de comparaison : la 
fin du 120° mois est 


X — 1008550 75% | 90850.75% — 23 122,63 $. 


2. Notons par Ÿ : la valeur accumulée. L’équation de valeur à la date de com- 
paraison : la fin du 173° mois est 


Y = (1008:520,75% + 508720.75%) (1,007 5)* = 36 906,45 $. 


3. Notons par Z : la valeur accumulée. L’équation de valeur à la date de com- 
paraison : la fin du 173° mois est 


Z = (10055530 75% + 50579075%) (1,007 5) + 200555075% = 43 358,64 $. 


Solution A.3.8. La compagnie recevra 1 600(0,80) = 1 280 $ comme montant net 
de la première prime et 1 600(0,90) = 1 440 $ comme montant net des 24 autres 
primes. Le montant accumulé par la compagnie à la fin de la 25° année sera 


1 280(1,125) + 1 4405571259 (1,125) = 230 273,30 $. 


Donc après avoir versé 170 000 $ à son client, le profit de la compagnie sera 
230 273,30 - 170 000 = 60 273,30 $. 


Solution A.3.9. Dans le premier cas, nous avons l’équation de valeur 


(Feu) 


iL 


L — ns ne 
Ras: R | (1 _ v2n) 


ET 


Dans le second cas, nous avons l’équation de valeur 


CRE 


U 


L = R'ani = fr | 


Ainsi 


R! : iL iL : (1= 72") u se L 
R = / en = (1+27) <1+1=2 


car 0 <  < 1. Conséquemment R’ < 2R. 
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Solution A.3.10. 1. Le taux d’intérêt par mois est à = 6%/12 = 0,5%. L'équation 
de valeur à la date de comparaison t = 0 est 


100 000 = Raggo,5% + (L:1) Raggo,5% (1,005) + (1,2) Raggo 5% (1005) Ÿ° 


Conséquemment R = 1 021,55 $, alors que l'intérêt total versé sera 40(1 021,55) + 
40(1,1)(1 021,55) + 40(1,2)(1 021,55) — 100 000 = 34 844,60 $. 
2. Déterminons R/. Nous avons l’équation de valeur à t = 0 est 


100 000 = R'axgo,5x —  R'=1110,21 8. 


Si nous considérons la situation dans laquelle Bobby remboursera complètement 
son prêt après le 60° versement, alors l’équation de valeur avec comme date de 
comparaison : immédiatement après le 60° versement, nous obtenons 


100 000(1,005)%° = R's890,5% + À =  X = 57 425,98 $. 


Solution A.3.11. 1. Déterminons premièrement (n + k) € R tel que n € N, 
O<k<Ilet 


50 000 — 2 3008,59x >  n+k — 18,230 578 2 trimestres, 


c’est-à-dire n — 18 et k — 0,230 578 2. Si maintenant nous considérons la situa- 
tion du dernier versement gonflé, nous aurons 18 versements : les 17 premiers au 
montant de 2 300 $ et le dernier au montant gonflé de X dollars. Si nous considé- 
rons l’équation de valeur à la date de comparaison : la fin du 18° trimestre, nous 
obtenons 


50 000 = 2 3005529 (1,02) + X =  X = 3 051,68 $. 


Il y aura 18 versements : les 17 premiers au montant de 2 300 $ et le dernier au 
montant de 3 051.68 $. 

2. Notons par R/ : le versement trimestriel. Nous avons l’équation de valeur à 
la date de comparaison : la fin du 20° trimestre est 


50 000 = R's5%25% — R'=1957,36 8. 


3. Le taux d'intérêt est 8%/4 — 2% par trimestre. Si nous considérons l’équa- 
tion de valeur au moment où le 50 000 $ est accumulé, nous avons 


50 000 = Razg2x (1,02) Ÿ = R=3245$. 
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Solution A.3.12. 1. Le taux d'intérêt par trimestre est 8%/4 = 2%. Si nous consi- 
dérons l’équation de valeur à la date de comparaison t = 0, nous avons 


1 000 000 = Raz52x (1,02)? + 0,9 Raxgox (1,02)! + 1,1Razo (1,02). 


Nous obtenons alors que R = 42 714,29 $. L'intérêt total versé est 12(42 714,29) + 
16(0,9)(42 714,29) + 12(1,1)(42 714,29) — 1 000 000 = 691 485,88 $. 

2. Notons par t’ : le moment du second paiement (mesuré en trimestre). Si nous 
considérons l’équation de valeur à { = 0, nous avons 


1 000 000 = 400 000(1,02) 16 + 1 445 408(1,02) 7 =  # = 36. 


Donc le second paiement doit être fait à la fin du 36° trimestre, c’est-à-dire à la fin 
de la 9° année. 


Solution A.3.13. 1. Le taux d’intérêt est 9%/12 = 0,75% par mois. Déterminons 
premièrement n + k € Rtelsquen EN, 0O<k<let 


100 000 — I 500& + n+k—91,773 182 72. 


n+kl0,75% 


Donc n = 91 et k = 0,773 182 72. Il y aura alors 92 retraits. Notons par X : le 
montant du 92° retrait. Nous avons alors l’équation de valeur à la date de compa- 
raison { = 0. 


100 000 = 1 500à5n0 75% + X(1,0075) =  X = 1 160,76 $. 


Nous ferons alors 91 retraits de 1 500 $ et un dernier retrait, le 92°, au montant de 
1 160,76 $. 

2. Le taux d’intérêt par semestre est 10%/2 = 5%. Nous avons l’équation de 
valeur à la date de comparaison { = 0: 


100 000 = Rays (1,05)! =  R=13 597,988. 


3. Si d'est la taux d’escompte par trimestre de cette transaction, alors 
1 900 1 900 


100 000 = 1 900üm = —— —= d=— = 1,9%. 
"Fo 100 000 — 17% 
Si 4 est la taux d’intérêt par trimestre équivalent à d, alors 
d 0,019 
= L | — 1,936 799 2X. 


(1—d)  (1—0,019) 
Ainsi 419 — 4(1,936 799 2%) = 7,747 196 738%. 
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Solution A.3.14. 1. Le taux d’intérêt par trimestre est 10%/4 = 2,5%. Le montant 
emprunté est 
2 5004352 5% — 54 622,94 $. 


2. Notons par X : le dernier paiement du prêt renégocié. Si nous considérons 
l'équation de valeur à la date de comparaison { = 0 du prêt après la renégociation, 
nous obtenons 


54 622,94 = 2 5000752 5% + X (1,025) —  X = 63 861,635. 
3. Nous voulons déterminer l’échéance moyenne t* en trimestre. Nous avons 
80 000(1,025) © —54622,94 —  #* — 15,452 908 93 trimestres, 


c’est-à-dire après 3 ans et 315 jours. 


Solution A.3.15. 1. Le taux d’intérêt par semestre est 9%/2 — 4,5%. L’équation 
de valeur à la date de comparaison t = 0 est 


500 000 = Rags,59 (1,045) + 2Ra554,5% (1,045)? 
+ (R + 6 000)a19459 (1045) *". 


Ainsi R — 22 149,49 $ et l'intérêt total versé est 
(8)(22 149,49) + (12)(2)(22 149,49) + (10)(22 149,49 + 6 000) — 500 000, 


c’est-à-dire 490 278,58 $. 
2. Si nous considérons l’équation de valeur à { — 0, nous obtenons 


500 000 = 533 409(1,045) 7" + 533 409(1,045) 


En posant x — (1,045) 7", nous obtenons x? + x — 0,937 367 011 — O0. En 
considérant cette équation quadratique, nous obtenons 


__—1+11+4(0,937 367 011) 
. ù 


(1,045) 2? = x — 0,589 663 715. 


Donc 2n — 12etn — 6. 
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Solution A.3.16. 1. Le taux d’intérêt par mois est 6%/12 — 0,5%. Déterminons 
n+keRtlqueneN,0<k<let 


150 000 = 2 000505% > n+X = 63,849 840 76 


Donc n — 63 et k — 0,849 840 76. Il faudra faire 64 dépôts : les 63 premiers 
au montant de 2 000 $ et le 64° au montant de Y dollars. Si nous considérons 
l’équation de valeur à la date de comparaison : la fin du 64° mois, nous obtenons 


150 000 = 2 00053059 + Y =  Y = 1587948. 


Il faudra faire 64 dépôts : les 63 premiers au montant de 2 000 $ et le dernier au 
montant de 1 587,94 $. 

2. Le taux d'intérêt par mois est 9%/12 — 0,75%. Notons par R : la dépôt 
mensuel. L’équation de valeur à la date de comparaison : la fin de la 10° année est 


150 000 = Rspgorsx — R= 775,148 


3. Le taux d’intérêt par semaine est 5,2%/52 = 0,1%. Notons par R' : la dépôt 
mensuel. Si nous considérons l’équation de valeur au moment où nous ouvrons le 
compte, nous obtenons 


150 000 = R'änéo1x —  R' = 440,50 $ 


Solution A.3.17. 1. Le taux d’intérêt par trimestre est 6%/4 = 1,5%. Si L désigne 
le montant emprunté par Bernard, nous avons l’équation 


L' = 3 00047; 5% — 60 091,22 $. 


2. Désignons par X : le montant des deux derniers paiements après la renégo- 
ciation de Bernard. Alors l’équation de valeur à { = 0 est 


60 091,22 = 3 000a731,5% + X (1,015) + X(1,015) À 


Nous obtenons que X = 19 527,18 $. 
3. Si Anatole ne fait pas de paiement au n° trimestre, alors nous obtenons 
l’équation de valeur à la date de comparaison { = 0 : 


30 000 = 2 776,Maxz:,5% — 2 776,94(1,015) 


De ceci, nous obtenons 2 776,94(1,015)° = 2577,76 —  n—5.C'est donc 
à la fin du 5° trimestre qu’ Anatole ne fait pas de paiement. 
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Solution A.3.18. 1. Le taux d'intérêt par trimestre est 10%/4 = 2,5%. Si nous 
considérons l’équation de valeur avec comme date de comparaison : le début du 
prêt, nous obtenons 


2 000 000 = Raïgo,59 (1,025) © + 1,4Raxg2 59 (1,025)? 
+1,2Ra732 5% (1,025). 
Donc R — 66 685,30 $ et l’intérêt total versé est 
18(66 685,30) + 18(1,4)(66 685,30) + 12(1,2)(66 685,30) — 2 000 000, 


c’est-à-dire 1 841 073,28 $. 
2. Si nous considérons l’équation de valeur avec comme date de comparaison : 
le début du prêt, nous avons 


2 000 000 = R/(1,025) Ÿazg25%  —  R'= 77 549,03 $. 


Après la renégociation, nous avons l’équation de valeur avec comme date de com- 
paraison : la fin du 23° trimestre, nous avons 


2 000 000(1,025) = R's352 5% + Xa925% —  X = 411 554,64 $. 


Solution A.3.19. 1. Le taux d’intérêt est 9%/12 = 0,75% par mois. Déterminons 
premièrement n + k E Rtelsquen EN,0<k< let 


80 000 = 700s = n+k=82,8477 — n=82etk = 0,847 7. 


n+40,75% 


Il y aura alors 83 versements. Notons par X : le montant du 83° versement. Nous 
avons alors l’équation de valeur avec comme date de comparaison : la fin du 83° 
mois. 


80 000 = 7005330 75% (1:007 5) + X =  X = 502,635. 


Nous ferons alors 83 versements : les 82 premiers au montant de 700 $ et un dernier 
versement, le 83°, au montant de 502,63 $. 

2. Le taux d’intérêt par mois est 6%/12 — 0,5%. Nous avons l’équation de 
valeur avec comme date de comparaison : la fin de la 180° mois : 


80 000 = À’ s58%05% — À =275,08$. 
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Le versement mensuel est donc de 275,08 $. 
3. L’équation de valeur avec comme date de comparaison : la fin du 2° semestre 
est 


80 000(1,03)° = R axgsx R = 6 756,73 $. 


Solution A.3.20. 1. L’équation de valeur avec comme date de comparaison : la fin 
de la 6° année est 


10 000(1 + )$ = 3 000(1 + i)* + 4 O00(1 + à)? + 7 000. 
Ceci est équivalent à 
10 O00(1 + 4° — 3 000(1 + à)? — 4 O00(1 + 4)? — 7 000 = 0. 
Il nous faut trouver le zéro de 
f(x) = 10 000(1 + x) — 3 000(1 + x)? — 4 000(1 + x)? — 7 000 


compris entre 7% et 7,45% en utilisant la méthode de bissection. Nous allons 
utiliser la méthode de bissection en commençant avec les valeurs 70 = 7% et 


x1 = 7,45%. Dans ce cas, f(7%) — —247,42 et f(7,45%) = 50,10. Nous avons 
alors les valeurs suivantes : 


n | Formule de LÉ FE) 

bissection 
(to + 1)/2 | 7,225% -99,60 
3 | (x1+x2)/2 | 7,337 5% | -24,98 
(x1 + x3)/2 | 7,393 75% | 12,50 


Du tableau, nous pouvons conclure que à est compris entre 7,337 5% et 7,393 
75%. Conséquemment à & 7,3%. 

2. Si George fait le paiement de 1 011,67 $ au k° mois, alors nous avons l’équa- 
tion de valeur avec comme date de comparaison : le début du prêt : 


10 000 = 250agg19, + (1 011,67 — 250)(1,01) À. 


Donc 
10 000 — 2504319 + 761,67(1,01) * = k—A1 
Il s’agit du 41° mois. 
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Solution A.3.21. Le taux d’intérêt par mois est à = 6%/12 = 0,5%. L’équation de 
valeur à { = O est 


50 000 = Razo 5% + 1 0004580 5% (1,005) = 22 531,50 = Rap 5% 
Conséquemment À = 373,41 $ et l'intérêt total payé est 
72(373,41) + 36(1 000) — 50 000 = 12 885,52 $. 


Solution A.3.22. 1. Le taux d'intérêt par semestre est à = 10%/2 = 5%. Notons 
par L : le montant emprunté. L’équation de valeur à la date de comparaison t = 0 
est 


L = 5 000(1,05)-? + 7 000(1,05)-? + 3 000(1,05)$ = 12 820,66 $. 


2. Si nous considérons l’équation de valeur à la date de comparaison : la fin du 
8° semestre, alors nous obtenons 


12 820,66(1,05)° = 5 000(1,05)° + X = X —12241,48$ 


3. Nous faisons 36 versements mensuels égaux au montant de P dollars dans 
un placement rémunéré au taux d’intérêt à — 6%/12 = 0,5% par mois pour qu’au 
dernier versement nous ayons accumulé 12 241,48 $. Donc l’équation de valeur à 
la date de ce dernier paiement est 


12 241,48 = Psz0 5% P = 311,20 8. 


A4 Exercices du chapitre 4 


Solution A.4.1. Pour ces annuités, les paiements sont fait annuellement. Il est donc 
préférable d'utiliser le taux effectif d’intérêt à par année équivalent au taux nominal 
i0) = 10% par année capitalisé à tous les six mois. Nous obtenons ainsi 


2 
0) 
Le montant dans le fonds au premier juillet 2010 sera 


0,10 


21 1 
) + 20 000859 10,25% (: + ) — 30 0008:5:10,25%: 


c’est-à-dire 471 724,10 $. 


0,10 
250 000 (: + — 
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Solution A.4.2. 1. À la fin de chaque semestre, Adonias recevra 0,50 x 1 000 = 
500 $. Après 8 ans, il vendra ses actions et obtiendra 25 x 1 000 = 25 000 $. 
Si nous notons par ? : le taux d’intérêt par semestre équivalent au taux nominal 
d'intérêt à(12) — 8% par année capitalisé à tous les mois, nous obtenons 


0,08 
12 


6 
a+i=(1+ ) = i= 4,067 262 23%. 


La valeur accumulée par Adonias dans son placement sera après 


12ans: [5005534067 262 23% + 25 000] (1,040 672 622 3) — 49 484,40 $ 
15ans: [5005184067 262 23% + 25 000] (1,040 672 622 3) * = 62 856,92 $ 
20 ans: [5005194 067 262 23% + 25 000] (1,040 672 622 3) = 93 647,11 $ 


Notons par Mis, Mis et Moo : les montants accumulés dans son placement par 
Adonias respectivement 12 ans, 15 ans et 20 ans après son achat. 

2. Les versements de dividende à Barnabé seront au montant de 0,30 x 1 000 = 
300 $ à tous les 3 mois à partir de la 5° année. Après dix ans, Barnabé obtiendra 
1 000X dollars de la vente de ses actions. Si nous notons par j : le taux d’intérêt par 
période de 3 mois équivalent au taux nominal d’intérêt i2) = 9%, nous obtenons 


(1+ 5)? = (: + ) =  j = 2,225 241 501%. 


Nous pouvons maintenant déterminer X. 
Si nous voulons qu'après 12 ans, le placement de Barnabé soit égal à celui 
d’Adonias, nous obtenons comme équation de valeur à & = 12 ans, 


Mio = [3005352 295 241 501% + 1 000X] (1,022 252 415 01)° = 49 484,40. 


De ceci, nous obtenons que X — 33,57 $. 
Si nous voulons qu'après 15 ans, le placement de Barnabé soit égal à celui 
d’Adonias, nous obtenons comme équation de valeur à & = 15 ans, 


Mis = [30053n2,295 241 501% + 1 000X](1,022 252 415 01)*° = 62 856,92. 


De ceci, nous obtenons que X = 32,55 $. 
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Si nous voulons qu'après 20 ans, le placement de Barnabé soit égal à celui 
d’Adonias, nous obtenons comme équation de valeur à & = 20 ans, 


Mo = [3008522 295 241 501% + 1 000X](1,022 252 415 01)*° = 93 647,11. 


De ceci, nous obtenons que X — 30,91 $. 


Solution A.4.3. Nous allons mesurer le temps en semestre. Nous pouvons consi- 
dérer ces 32 paiements comme 4 annuités. La première consiste en des paiements 
de Y dollars aux moments t — 2, 6, 10, 14, 18, 22, 26, 30. La seconde consiste 
en des paiements de Y dollars aux moments { = 3, 7, 11, 15, 19, 23, 27, 31. La 
troisième consiste en des paiements de X dollars aux moments { = 4, 8, 12, 16, 
20, 24, 28, 32. Enfin la quatrième annuité consiste en des paiements de X dollars 
aux moments { = 5,9, 13, 17, 21, 25, 29, 33. Pour chacune des ces annuités, il y a 
8 paiements et la période entre 2 paiements consiste en 4 fois 6 mois, c’est-à-dire 2 
ans. 

Notons par à : le taux d’intérêt pour la période de 2 ans équivalent au taux 
nominal d'intérêt (4) = 12% par année capitalisé à tous les trimestres. Nous avons 


0,12\° 
(+5) = (1+i) = = 26,677 01%. 


Si nous considérons l’équation de valeur à { = 0, nous obtenons 


. DADN En 012N © 


: O2 : MR 
+ X'ü326,677 01% (+ i ) + À üg926,677 01% (+ nl ) 


= 3,582 769 4Y + 3,377 103 8Y + 3,183 244 2X + 3,000 513X 
= 6,183 757 2X + 6,959 873 2Y. 


Nous avons aussi par l’énoncé de la question que 16X + 16Y = 25 000, c’est- 
à-dire X + Y = 1 562,50. Nous avons ainsi un système de deux équations linéaires 
à deux inconnus X et Y : 


X+Y =1562,50 et 6,183 757 2X + 6,959 873 2Y = 10 000. 


Nous obtenons que X = 1 127,15 et Y = 435,35. 
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Solution A.4.4. Le taux d’intérêt par mois est 9%/12 = 0,75%. Nous avons une 
annuité ayant n paiements en fin de période et dont les paiements forment une 
annuité croissante. Le k° paiement est au montant de 25k. Il y aura aussi un (n+1)° 
paiement au montant de X dollars tel que X < 25(n + 1). Nous avons donc 
l’équation de valeur à { = 0: 


2 000 = 25(1a)m0,75% + X (1,007 5)-(r+1) 


Nous allons déterminer le plus grand entier n tel que 2 000 > 25(7a)20,75%. Po- 
sons 
An0,75% = n(1,007 Die 


= 25(1 =? 
fn) = 25(1a)n0,75% = 25 0,007 5 


Nous obtenons alors les valeurs suivantes : 


n 1 2 3 4 5 6 7 8 
fin) | 24,8 | 74,1 | 147,4 | 244,5 | 364,9 | 508,3 | 674,4 | 862,8 


n 9 10 11 12 13 
fin) | 1073,1 | 1 305,1 | 1 558,4 | 1 832,7 | 2 127,6 


Alors n = 12. Il y aura 13 retraits. Le dernier retrait est déterminé par l’équa- 
tion de valeur suivante : 


2 000 = 25(1a)075% + X(1,007 5) (9 = 1 832,72 + X (1,007 5) (1). 
Donc le 13° paiement est X — 184,34 $. 


Solution A.4.5. Il s’agit d’une annuité dont les paiements sont en progression géo- 
métrique de raison (1,03). L’équation de valeur à { = 0 est 


1 — (1,03/1,05)%0 
0,05 — 0,03 


200 000 = P 


P=912437$. 
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Solution A.4.6. Le taux d'intérêt par mois est égal à 12%/12 = 1%. Notons par P : 
le paiement mensuel pour la première année. En utilisant cette notation, nous aurons 
ainsi que le paiement mensuel pour la k° année sera P(1,025)%-Y), Nous avons 
une annuité consistant en 360 paiements mensuels. Les douze paiements mensuels 
de la k° année au montant de P(1,025)%—1) sont équivalents à un seul paiement 
en fin d’année de P(1,025)% Dors 10 . Notre annuité est ainsi équivalente à une 
annuité consistant en 30 paiements en fin d’année, le paiement pour la k° année 
étant P(1,025) GDS 1%- Cette annuité est une annuité dont les paiements sont en 
progression géométrique de raison (1,025). Le taux effectif d’intérêt équivalent au 
taux nominal d’intérêt i(12) = 12% par année capitalisé mensuellement est 12,682 
503 01%. L’équation de valeur à la date de comparaison t = 0 est 


1 — (1,025/1,126 825 030 1) 
(0,126 825 030 1 — 0,025) 


200 000 — Ps5:v P = 1 705,25 $. 
Solution A.4.7. Nous pouvons considérer le premier paiement de 200 $ et sé- 
parément les 23 autres. Ceux-ci forment une annuité de fin de période dont les 
paiements forment une progression géométrique avec comme premier paiement 
200(1,01) — 202. Le taux d’intérêt par trimestre est 8%/4 = 2%. La valeur actuelle 
de cette annuité est 


1 — (1,01/1,02)# 
(0,02 — 0,01) 


200 + 200(1,01) | | — 4 295,80 $. 

Solution A.4.8. Le taux d’intérêt par période de paiement est 8%/12 = 0,6%. 
Nous obtenons en utilisant les valeurs accumulées d’annuités dont les paiements 
sont en progression arithmétique la valeur accumulée X suivante : 


8510 8% — 21 L 2 
X = |3005:00 5% + 10! Te | (1,006) + 500830 5x (1,006) 2° 
5200,6% — 20 
+ 48050 8% 2 | D U0E 


= 38 401,03 


Solution A.4.9. Nous allons illustrer les deux méthodes vues au chapitre 4 pour 
résoudre ce problème pour 1. et 2. Dans le cas de 3., les périodes de paiement et 
de capitalisation de l’intérêt coïncident et il est alors très facile de faire le calcul en 
utilisant les méthodes du chapitre 3. 
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Pour la première méthode, nous effectuons une conversion de taux. 

1. Si C2) — 6% par année capitalisé à tous les six mois, alors le taux effec- 
tif équivalent est 6,09% par année et le taux nominal d’intérêt équivalent (2) = 
5,926 346 437% par année capitalisé mensuellement. Ainsi le taux d’intérêt par 
mois est 5,926 346 437%/12 = 0,493 862 203%. Nous avons l’équation de valeur à 
t = 0 suivante : 


20 000 = Razgo40 862 203% — À — 469,03 8. 


2. Si i9 = 8% par année capitalisé à tous les trimestres, alors le taux effectif 
équivalent est 8,243 216% par année et le taux nominal d’intérêt équivalent 02) = 
7,947 251 472%. Ainsi le taux d'intérêt par mois est 7,947 251 472%/12 = 0,662 


270 956%. Nous avons l’équation de valeur à { = 0 suivante : 
20 000 = Razgo 662 270 955% > À = 487,76 $. 


3. Si 402) = 9% par année capitalisé à tous les mois, alors le taux d’intérêt par 
mois est 9%/12 = 0,75%. Nous avons l’équation de valeur à £ = O0 suivante : 


20 000 = Razygors%  —  R= 497,708. 


Pour la deuxième méthode, nous utilisons les formules vues au chapitre 4. 

1. I ya m = 6 périodes de paiement de l’annuité pour une période de ca- 
pitalisation de l’intérêt. Le terme de l’annuité n en période de capitalisation de 
l'intérêt est 48/6 = 8. Le taux d’intérêt pour une période de capitalisation de l’in- 
térêt est 6%/2 = 3%. Si i — 3%, alors le taux nominal d’intérêt équivalent à(6) — 
2,963 173 219%. Nous avons ainsi l’équation de valeur à t = 0: 


90 000 = 6Ra) =6R 0,08 


R = 469,03 $. 
83% 0,029 631 732 19 | 83% ° 


2. I ya m = 3 périodes de paiement de l’annuité pour une période de ca- 
pitalisation de l’intérêt. Le terme de l’annuité n en période de capitalisation de 
l'intérêt est 48/3 = 16. Le taux d’intérêt pour une période de capitalisation de 
l'intérêt est 8%/4 = 2%. Si i — 2%, alors le taux nominal d’intérêt équivalent 
16) = 1,986 812 868%. Nous avons ainsi l'équation de valeur à & — 0 : 


9 
DUO = 3 Ra: SP SA 


R = 487,768. 
162% 0,019 868 128 68 | ‘102% ee 
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3. est résolu comme ci-dessus parce que les périodes de paiement et de capita- 
lisation coïcident. 


Solution A.4.10. Nous supposons que le premier paiement a lieu un mois après 
que la personne ait eu 65 ans. Considérons premièrement le cas où les paiements 
sont indexés au taux de l’inflation r. Nous aurons donc une rente perpétuelle dont 
le paiement mensuel pour la n° année est 500(1 + r}"—!. Nous pouvons remplacer 
les 12 paiements mensuels de la n° année, chacun au montant de 500(1 + r)"-{, 
par la valeur accumulée à la fin de l’année de ces 12 paiements, à savoir 500(1 + 
rs ; Où j est la taux d’intérêt par mois équivalent à à, c’est-à-dire (1 +) = 
(GES) De 

Nous avons donc une rente perpétuelle équivalente à celle ci-dessus dont la 
période de paiement est une année et le paiement à la fin de la n° année est de 
500(1 + r)t "872 - Nous obtenons que la valeur actuelle de cette rente perpétuelle 
est 


1 | . 
50055; — si—l<r<i, 
ir 
sinon cette valeur actuelle n’existe pas. 

Considérons deuxièmement le cas où les paiements sont indexés au taux r” où 


#1] 0 sir < 3%; 
(r—3%), sir > 3%. 
C’est le cas d’une rente perpétuelle partiellement indexée. La même analyse 
que nous venons de faire, mais avec r” au lieu de r est valable et nous obtenons que 
la valeur actuelle de cette rente perpétuelle est 


i 
50085; | si—1<r <i, 


sinon cette valeur actuelle n’existe pas. 

Nous allons maintenant calculer chacune de ces valeurs actuelles. 

1. Sii — 10% et r — 6%, alors j est obtenu de (1+ 3)? =1,1 —=  j= 
0,797 41%, r/ = 6% — 3% = 3% et 


5008150 707 41% = 6 270,27 $. 
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Conséquemment la valeur actuelle de la rente perpétuelle indexée est 


6 270,27 | | = 156 756,75 $. 


(0,1 — 0,06) 


et la valeur actuelle de la rente perpétuelle partiellement indexée est 


6 270,27 | — 89 575,29 $. 


(0,1 — mi 
L'économie sera de 156 756,75 - 89 575,29 = 67 181,46 $ par pensionné. 
2. Sii = 10%etr — 3%, alors j — 0,797 41% comme en 1., r/ = 3% — 3% — 
0% et 
500550,797 41% = 6 270,27 $ 


comme en 1. Conséquemment la valeur actuelle de la rente perpétuelle indexée est 


6 270,27 | — 89 575,29 $. 


et la valeur actuelle de la rente perpétuelle partiellement indexée est 


6 270.27 | | = 62 702,70 $. 


(0,1 — 0) 
L'économie sera de 89 575,29 - 62 702,70= 26 872,59 $ par pensionné. 

3. Si i = 6% et r — 4%, alors j est obtenu de (1 + j)!? = 1,06 —=  j— 
0,486 755%, r' — 4% — 3% — 1% et 


5008130486 755% = 6 163,26 8. 


Conséquemment la valeur actuelle de la rente perpétuelle indexée est 


1 


Gp —— 
Fr — 0,04) 


| — 308 163,00 $. 
et la valeur actuelle de la rente perpétuelle partiellement indexée est 


6 163,26 | | = 123 265,20 $. 


(0,06 — 0,01) 
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L'économie sera de 308 163,00 - 123 265,20 = 184 897,80 $ par pensionné. 
4, Sii = 6%etr — 3%, alors j — 0,486 755% comme en 3., r/ = 3% — 3% — 
0% et 
500855 0 486 755% = 6 163,26 5, 


comme en 3. Conséquemment la valeur actuelle de la rente perpétuelle indexée est 


6 163,26 | = 205 442,00 $. 


et la valeur actuelle de la rente perpétuelle partiellement indexée est 


6 163,26 | = 102 721:00 5. 


(0,06 — o 
L'économie sera de 205 442,00 - 102 721,00 = 102 721,00 $ par pensionné. 


Solution A.4.11. Après la 1'° année, il y aura dans le compte 300 000(1,09) $. Le 
retrait au 1° janvier 2001 sera 


1 
300 000(1,09) (5) 


et il restera dans le compte au début de l’année 2001 


18 


300 000(1,09) (5) | 


Après la 2° année, il y aura dans le compte 


18 


300 000(1,09)? (5) 


Le retrait au 1% janvier 2002 sera 


18\ /1 1 
300 000(1,09)? (5) (5) — 300 000(1,09)? (5) 


et il restera dans le compte au début de l’année 2002 


18\ /17 17 
300 000(1,09)? (5) (5) — 300 000(1,09)? (5) 


Annexe A Solutions des exercices 297 


Il n’est pas difficile de vérifier par récurrence qu’au 1° janvier de l’an (2000 + n) 
avec n = 1,2,...,19, Adonias retirera 


1 
300 000(1,09)" | — 
oo)" (5) 
et il restera dans le compte après le retrait 


19 — 
300 000(1,09)" ( 2) 


19 


Solution A.4.12. 1. Déterminons le taux d’intérêt par 6 mois équivalent au taux 
i4) = 8% par année capitalisé à tous les trimestres. Nous avons 


D 28% — 0) = 808%. 


Donc le taux d’intérêt par 6 mois équivalent est 4,04%. Nous obtenons alors l’équa- 
tion 
120 000 = Rissga ox 7 Ri = 2125,35 $. 
2. Déterminons le taux d’intérêt par 6 mois équivalent au taux effectif d’intérêt 
i = 9%. Nous avons 


i=9% — 12 = 8,806 130 175%. 


Donc le taux d’intérêt par 6 mois équivalent est 4,403 065 088%. Nous obtenons 
alors l’équation 


120 000 = R28394 408 065 088%  —> 2 — 1 999,51 $. 


3. Nous avons une annuité dont les paiements forment une progression géomé- 
trique. L’équation de valeur à la fin du 30° semestre est 


(1,050 — (0,98)%0 


Ra (0,05) — (—0,02) 


= 120000 — Ra =2224,31$. 


Solution A.4.13. Si le taux effectif d’intérêt est à — 8%, alors le taux nominal 
d'intérêt équivalent 102) = 7,720 836 115% et le taux d’intérêt par mois équivalent 
est 7,720 836 115%/12 = 0,643 403 01%. Si R désigne le paiement mensuel, alors 
nous obtenons l’équation de valeur à la date de comparaison { = 0 


75 000 — Raï5o,643 403 01% > À — 898,93 $. 
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Solution A.4.14. Déterminons le taux d’intérêt par trimestre équivalent au taux 
nominal d'intérêt à(12) — 9% Nous avons 


102 29% = à: = 9,067 668 74%. 


Ainsi le taux d’intérêt par trimestre est 9,067 668 74%/4 = 2,266 917 185%. Alors 
le montant accumulé immédiatement après le 10° paiement est 


3 000872 266 917 185% — 33 252,88 $. 


Solution A.4.15. Nous avons une annuité différée dont les paiements forment une 
suite arithmétique avec P = R et Q = 5 000. Le taux d’intérêt est 7% par année. 
L’équation de valeur à la date de comparaison : { = OU est 


ax — 5(1,07) Ÿ 
100 000 = Ragrx + 5 000 (es ô u ) ) (1,07)-1. 


Nous obtenons alors que À = 16 771,55 $. 


Solution A.4.16. Notons par À : le montant du versement trimestriel. Déterminons 
le taux d’intérêt par trimestre équivalent au taux effectif d’intérêt à — 10% par 
année. Nous avons 


i=10% — à) = 9,645 475 634%. 


Ainsi 9,645 475 629%/4 = 2,411 368 908% est le taux d’intérêt par trimestre équi- 
valent à à. Nous avons l’équation de valeur à la fin du 32° trimestre est 


100 000 = Rs an 368 908%  — À = 2 108,60 $. 
Solution A.4.17. Notons par À : le montant du paiement semestriel. Nous avons 
102 26% = 52 = 6,075 501 879%. 


Donc 6,075 501 879%/2 = 3,037 750 939% est le taux d'intérêt par 6 mois équi- 
valent. Nous obtenons alors l’équation 


0000 Rare ee. Re 3872086. 


Annexe A Solutions des exercices 299 


Solution A.4.18. Notons par R : le montant du paiement annuel. Nous avons une 
annuité différée dont les paiements forment une suite géométrique. Alors l’équation 
de valeur à { = O0 est 


1— (1,04/1,07)!0 


$ 0,07 — 0,04 


| (1,07) = 100000 —  R=15887,23$. 


Solution A.4.19. Le taux d’intérêt par mois est 9%/12 = 0,75%. L’annuité a des 
paiements en progression arithmétique. L’équation de valeur à la date de comparai- 
son { — Ü est 


@1560,75% — 120(1,007 a 
0,007 5 


et nous obtenons Q = 15,14 $. 
Solution A.4.20. Nous avons 
102 26% —=  à4 = 6,030 05%. 


Donc le taux d’intérêt par trimestre est 6,030 05%/4 = 1,507 512 5%. Nous ob- 
tenons alors l’équation de valeur avec comme date de comparaison : la fin du 20° 
trimestre 


Solution A.4.21. Nous avons 
i=7% —= à = 6,823 410 001%. 


Donc le taux d’intérêt par trimestre est 6,823 410 001%/4 = 1,705 852 5%. L’équa- 
tion de valeur à la date de comparaison t = O est 


15 000 = 5 000(1,017 058 525)! + X(1,017 058 525) ? 
+ 7 000(1,017 058 525) . 


Finalement nous obtenons X = 3 777,17 $. 
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Solution A.4.22. Nous pouvons remplacer les deux paiements semestriels de la k° 
année par la valeur accumulée à la fin de la k° année par ces deux paiements. Cette 
valeur accumulée est 

20 0008359 (0,96) 471), 


Nous obtenons aussi que le taux effectif d’intérêt équivalent à iQ = 10% par année 
capitalisé semestriellement est 10,25% par année. Nous avons ainsi une annuité de 
fin de période consistant en 15 paiements en progression géométrique de raison 
(0,96). Il nous faut calculer la valeur actuelle de cette annuité. Cicéron doit verser 


1 — (0,96/1,1025)15 
0,102 5 — (—0,04) 


20 00053: = 251 631,66 $. 


A.5 Exercices du chapitre 5 


Solution A.5.1. Le montant prêté L est L = Kamr. Les paiements sont réinvestis 
au taux d'intérêt j. La valeur accumulée après n périodes est Ks3;. Le taux de 
rendement à est obtenu par 


LA +5)" = Ksny = Kam(+i) = Ksg; — a+ =. 
nr 


Conséquemment 


(1+i)" = DE ] AE = on 


Nous obtenons ainsi que 
| 1+3)7 —1 r 
a+n= [et - 
j Len 


Sir = j, alors nous obtenons que 


er 


eti=T— 7). 
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Sir < j, alors nous avons r < à < j, En effet, 


(à) = y DE RP 


TE 


n 
_.U+4) — 1 
£ 


Mais la fonction 


est croissante sur l'intervalle ]0, |, car 


est une somme finie de fonctions croissantes. Conséquemment si r < j, alors 


CARS CPI 
r j 


et (1+i)=(4)>(1+7r). 


Donc à > r. 
Nous avons aussi 


Mais la fonction 


est décroissante sur l’intervalle ]0, co!, car 


1—-(1+x) 7 
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est une somme finie de fonctions décroissantes. Conséquemment si r < j, alors 


LIT AE NT : : 
CRD ICE et (14) = (4) < (+9 
Donc à < 7j. 
Noter qu’en procédant de façon similaire, nous obtenons que si r > 7, alors 
T>i> 7. 


Solution A.5.2. 1. Les 12 premiers paiements forment une suite arithmétique avec 
P = RetQ — R/11.Les douze derniers paiements sont constants, égaux à 2. Le 
taux d’intérêt par mois est 9%/12 = 0,75%. Nous avons ainsi l’équation de valeur à 
la date de comparaison { = 0 


R | a550,75% — 12(1,007 5)? 
11 (0,007 5) 
+2Ra;o 75% (1,007 5) 7. 


50 000 — Ra 75% 


Donc À = 1 316,89 $. 

2. Les 12 premiers paiements forment une suite arithmétique avec P = 1 316,89 
etQ = (1316,89)/11. Les douze derniers paiements sont égaux à 2R. Le taux d’in- 
térêt par mois est 6%/12 = 0,5%. Alors la valeur accumulée à la fin de la 2° année 
est 


1 316,89 [ S120,5% — 12 
1 3168985350 5% (1.005)? + | 140,5% 


11 (0,008) | COURS 


+ 2(1 316,89)s550 5% 
— 58 265,74 $. 


Si à est le taux effectif annuel de rendement, alors nous obtenons 
50 000(1 + i)? = 58265,74 — à 7,949 747 568%. 


Solution A.5.3. 1. Le taux d’intérêt par trimestre est 8%/4 = 2%. Le montant em- 
prunté est 


L = 2 000a2y, + 3 000aÿ2% (1,02) * + 4 000a729 (1,02)? = 39 927,77 $. 
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2. Le montant accumulé dans le placement est 
2 000531, 5%(1,015) 7 + 3 00053 5% (1,015)* + 4 000531 59, = 52 996,85 $. 
Si à est le taux effectif annuel de rendement, alors 
39 927,77(1 +4) = 52996,85 — à — 7,335 6%. 


Solution A.5.4. 1. Le taux d’intérêt par mois du prêt est 6%/12 = 0,5%. Le montant 
emprunté est 


L = 1 000a0 5% + 2 0004130,5% (1,005) Ÿ + 4 0004160 5% (1,005)? 
— 85 686,27 $. 


2. Le taux d’intérêt par mois pour le réinvestissement est 8%/12 — 0,6%. Le 
montant accumulé à la fin de la 3° année est 


1 000530,8% (1,006) + 2 0005130 8% (1,006) ° + 4 00057808% = 104 858.30 $. 
Le taux effectif annuel de rendement est obtenu par 
85 686,27(1 + 5)? — 104 858,30 — à — 6,962248 742%. 


Solution A.5.5. 1. Si la taux de réinvestissement est de 5% par année, alors le taux 
d'intérêt par semestre équivalent est 2,469 507 66%. Le montant accumulé sera 


4 00082 a6o 507 66% + 5 000839 169 507 66% (1:024 695 076 6)Ÿ = 33 551,76 $. 


2. Si le taux de rendement est de 4% par année, alors L = 33 551,76(1,04) ° = 
27 577,10 $. 


Solution A.5.6. 1. Nous avons que 
L = 2 000(1,06) ? + 4 000(1,06)* + 1 000(1,06) ° = 5 843,43 $. 


2. Le montant accumulé X à la fin de la 6° année par les montants réinvestis 
par Ernest est 


X = 2 000(1,07)* + 4 000(1,07)° + 1 000 = 8 521,76 $. 
Le taux de rendement annuel à est obtenu par 


5 843,43(1+i)°—8521,76 —  ài— 6,490 346 995%. 
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A.6 Exercices du chapitre 6 


Solution AÀ.6.1. Déterminons premièrement le solde du prêt après le 24° paiement. 
Nous pouvons obtenir ceci prospectivement. 


Bo4 = ] 225a3g 1% = 36 881,69 $. 


Nous pouvons déterminer le solde du prêt après le 30° paiement rétrospectivement 
en utilisant comme solde de départ B24 et en tenant compte des 6 paiements faits 
entre les 25° et 30° paiements. Le taux d’intérêt est 502) = 15% pour cette période, 
c’est-à-dire 1,25% par mois. Donc 


B30 = 36 881,69(1,012 5)° — 1 225581 25% = 32 152,16 $ 


sera le solde du prêt immédiatement après le 30° paiement. 
Noter que si nous avions voulu calculer B30 prospectivement, il aurait été né- 
cessaire de calculer le nombre de paiements à faire. 


Solution A.6.2. La portion d’intérêt du 13° paiement est donnée par la formule 
R(1 — 28) = 1 379,19, alors que celle du 17° paiement est donnée par la formule 
R(1 — 14) = 794,91. Donc 


RA— À) (-24)(1+2t) put — 1379,19 
RO =) a UF) go 


et 4 = 0,735 026 607. 
1. Nous obtenons que R(1 — 0,735 026 6) — 794,91 —  R = 2 999,96 $. 
2. Comme 24 = 0,735 026 607, alors à — 8%. Le montant prêté sera 


2 999,96a5ggx = 29 454,05 $. 


3. La portion de principal remboursé au 18° paiement sera 2 999,967 — 
2 381,47 $. 


Solution A.6.3. Les paiements annuels du premier prêt sont 


L 


455% 
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Pour le second prêt, nous aurons des paiements qui ne sont pas égaux. La por- 
tion de principal remboursé avec chaque paiement est toujours la même (Z/20) et 
la portion d’intérêt est obtenue du solde restant impayé. Au premier paiement A1, 
nous aurons 


L 
Fi (5) + L(0,05) car Bo = L = intérêt = (0,05)L. 
Le solde restant après le 1° paiement est 
1 1 
B=L-|—|L- L 
20 20 


Au 2° paiement R2, nous aurons 


É 19 19 19 
male neo Bi = —L = intérêt = |} Z(0,05 
? (5)+() COS GE PER ARE (5) (08) 


Le solde restant après le 2° paiement est 


»-(2)e-(a)e- (5) 


Nous pouvons poursuivre ainsi et obtenir que le k° paiement est 


Rx = (5) ". ee :) L(0,05) 


car le solde restant du prêt immédiatement après le (k — 1)° paiement est 


re (ES) 


20 20 
Nous voulons déterminer les valeurs de k telles que 
L (E — k L 


455% 


= L(0,05) < 
20 20 ) (0,05) < 
Nous obtenons donc après simplification que 


1  21—k 0,05 
< 5 =0,0802426 — 8,902< k 


20 202 1-7 
Donc à partir de la fin de la neuvième année, les paiements du premier prêt seront 
supérieurs à ceux du second. 
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Solution A.6.4. Si R est le paiement annuel, alors la portion d’intérêt payé au k° 
paiement est R(1— pr ). Nous voulons déterminer k tel que cette portion soit 
le plus près de R/4. Ici k est un entier. Le taux d’intérêt est à — 6%. Déterminons 
premièrement { € R tel que 


R(1- vtt) = . = (1,06) UD 21 — 


BI 
HI Co 


t — 6,062 855 6. 


Pour k, il nous faut donc considérer deux cas : k — 6 et k — 7. Pour & — 6, nous 
avons 
R(1 — (1,06) (1-6) = R(1 — (1,06) -Ÿ) = 0,252 741 8R: 


alors que pour # = 7, nous obtenons 
R(1 — (1,061) = R(1 — (1,06) 7*) = 0,207 906 3R. 


Ce sera donc au 6° paiement que la portion d’intérêt payé sera la plus près du quart 
du paiement. 


Solution A.6.5. 1. Notons par À : le paiement annuel du prêt. Nous avons donc que 
le principal payé au 5° paiement est Rv +15 = 3 000, c’est-à-dire Rv?! = 3 000. 
Nous avons aussi que le principal payé au 7° paiement est Rv?+1-T = 3 700, 
c’est-à-dire Ry1° — 3 700. Conséquemment 


19 
Rv 3700 +4 
Rv21 3000 


__ 3700 
3 000 


i = 11,055 54%. 


2. De Rv?1— 3000 —  R = 27 131,01 $ est le paiement annuel. 
3. Le montant prêté est 


PT SO sne = 7 OT IS. 


Solution A.6.6. Si le prêt est de L dollars et que les paiements mensuels sont de 
R dollars, nous avons 


L= Rasg:%- 


Le solde après le k° paiement est 


Bx = Rag-1% 
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1. Nous voulons déterminer le plus petit entier k tel que 


R(1 — v60-À) e R(1 — 60) 
à = 2i 


1 
Br = Ragi-pix < 7 RG 1% 


où à — 0,01 et v = (1,01) !. Nous obtenons alors 


on 


| 1— 
à RSI — 0,775 224 808. 


Ainsi 
In(0,775 224 808) < —(60 — k)In(1,01) — (60 — k) < 25,589 316 95 


et conséquemment #4 > 60 — 25,589 316 95 & 34,41. Le premier entier qui fait en 
sorte que le solde restant est moins que la moitié du montant prêté est k = 35. Ce 
sera donc le 31 mars 2003 que le solde restant sera pour la première fois moins que 
la moitié du montant prêté. 

2. Nous voulons déterminer le plus petit entier k tel que 


R(1 — v60-À) . R(1 — 60) 
i = di 


1 
Br = Ragi-pix < 2 401% 


où à — 0,01 et v = (1,01) !. Nous obtenons alors 


1— 60 

te a ae Ur — 0,887 612 404. 
Ainsi 

In(0,887 612 404) < —(60 — k)In(1,01) — (60 — &) < 11,981 522 53 


et conséquemment # > 60 — 11,981 522 53 & 48,02. Le premier entier qui fait en 
sorte que le solde restant est moins que le quart du montant prêté est k — 49. Ce 
sera donc le 31 mai 2004 que le solde restant sera pour la première fois moins que 
le quart du montant prêté. 


Solution A.6.7. 1. Pour ce prêt, il y aura 20 paiements de 400 $. Notons par j : le 
taux d’intérêt par semestre équivalent au taux d’intérêt (2), c’est-à-dire 


6 
| 302) 
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Parce que le principal remboursé au 7° paiement est 175 $, nous avons que 


400(1+ 35) 21-79 2175 = 400 Ê + _ = tt. 


Donc i(12) = 11,867 996 99%. Noter aussi que j — 6,082 665 723%. 
2. Nous pouvons calculer le solde restant après le 11° paiement prospectivement 
et obtenir 
Bu = 400a96,082 665 723% = 2 710,92 $. 


Solution A.6.8. Notons par à — (1?) /12 : le taux d’intérêt par mois et par » — 
(1 + à)! La portion d'intérêt du k° paiement est 300(1 — (61-k)), Nous avons 
donc 


12 
S_ 3001 — 7617) = 1 200. 
k=1 


Conséquemment nous obtenons que 


12 12 


Dan) TT 24 à 12-90 610 24 
300 
k=1 k=1 
et ainsi 
12 
SEL 28. 
k=1 


Nous avons aussi que 


60 
D» 3002 (61-k) 2 2 800. 
k=49 


Conséquemment nous obtenons que 


60 
2 2 
> Y(61—k) 800 28 
300 3 
k=—49 


Nous avons ainsi deux équations 


249 + 250 + 060 (y +. 2) 28 
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et 
DEV hay ee 


De ceci, nous pouvons conclure que 


28 
un ES — j—0,321663479% — 402 = 3,859 961 746%. 
à 


Solution A.6.9. Notons par À : le paiement annuel du prêt. Nous avons donc que 


L 
L = Ra; R= — 


ni 


où 1 est le taux effectif d'intérêt annuel. Le solde restant du prêt après le n° paiement 
est 


Ari 
By — Rap: = L . 
Anii 


Nous avons que B,, — (3L/4) par hypothèse. Conséquemment 


pme te _ = 
Ai 4 (i—v2n)/i 4 (1—w)(1+w?) 4 
Donc ; : : : 
2 1= -. 
(1+w7) 4 3 3 


La portion d’intérêt dans le (n+1)° paiement est R(1—1") et la proportion d'intérêt 
du (n + 1)° paiement est R(1 — v”)/R = (1 — v") = 1— (1/3) = (2/3). 


Solution A.6.10. L’emprunteur paiera comme intérêt à chaque année 200 000 
(0,10) = 20 000 $. Il versera dans le fonds d’amortissement (X — 20 000) dol- 
lars pour les 5 premières années et (2X — 20 000) dollars pour les 5 dernières 
années. En considérant comme date de comparaison : la fin de la dixième année, 
nous obtenons l’équation de valeur 


200 000 = (X — 20 000)5379 (1,07)° + (2X — 20 000370. 


De ceci, nous obtenons que X — 24 343,25 $. 
La table du fonds d’amortissement est 
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Pér Intérêt Versement Intérêt Valeur Montant 

payé dans le gagné par | accumulée net du 

fonds le fonds | dans le fonds fonds 
0 200 000,00 
1 | 20 000,00 | 4 343,25 0,00 4 343,25 195 656,75 
2 | 20 000,00 | 4 343,25 304,03 8 990,53 191 009,47 
3 | 20000,00 | 4 343,25 629,34 | 13 963,12 186 036,88 
4 | 20 000,00 | 4 343,25 977,42 | 19283,79 180 716,21 
5 | 20 000,00 | 4 343,25 1 349,87 | 24 976,90 175 023,10 
6 | 20 000,00 | 28 686,50 1 748,38 | 55411,78 144 588,22 
7 | 20 000,00 | 28 686,50 3 878,82 | 87977,10 112 022,90 
8 | 20 000,00 | 28 686,50 6 158,40 | 122 822,00 77 178,00 
9 | 20 000,00 | 28 686,50 8 597,54 | 160 106,04 39 893,96 
10 | 20 000,00 | 28 686,50 | 11 207,42 | 200 000,00 0,00 


Solution A.6.11. Notons par À : le paiement mensuel du premier prêt. Le solde 
restant après le 48° paiement est 


B18 —= Rai 3%: 


Le nouveau prêt que Cléo fera auprès de la seconde banque sera au montant de 


k k 
(: + %) B48 —= (: + %) Ra: 3% 


Les paiements mensuels de ce second prêt sont R/ et nous avons que 


k 
R'argis — (1 %) Ra: 3% 


Pour que ce soit à l’avantage de Cléo, il est clair que R’ < R, c’est-à-dire 


nr 
(: | k ) ( A) r<R 
100 431% 
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c’est-à-dire 


k < 100 | -TA% _ 1 | — 10,954 613 85. 
47313% 


Il faut donc que la pénalité soit inférieure à 10,954 613 85%. 


Solution A.6.12. Le paiement d’intérêt à chaque année est de 750 000 (0,08) = 
60 000 $. Si R est le versement annuel dans le fonds d'amortissement, nous avons 


Rsy = 750 000 —  R — 20 388,42 $. 
Le montant accumulé dans le fonds d’amortissement après le 11° versement est 
20 3884255169, — 305 248,14 $. 


L'intérêt que ce montant accumulé rapportera pendant la 12° année est 305 248,14 


(0,06) = 18 314,89 $. Donc le montant net d’intérêt au douzième versement est 
60 000 - 18 314,89 = 41 685,11 $. 
L'augmentation dans le fonds d’amortissement à la neuvième année est 


20 388,4253ç6%, — 20 388,42sa6y, — 32 496,05 $. 
La somme recherchée est 32 496,05 + 41 685,11 = 74 181,16 $. 


Solution A.6.13. 1. Prospectivement nous obtenons que le solde restant immédia- 
tement après le 3° paiement est 


B3 = 4000(1,07) ! + 6 000ag7x (1,07)! = 22 732,03 $. 
La portion d’intérêt payé au 5° paiement est 
(0,07) B4 = (0,07)(6 000)a779, = 1 422,63 $. 
La portion de principal remboursé au 6° paiement est 
6 000 — (0,07)B5 = 6 000 — (0,07)(6 000)azzy, = 4 897,79 $. 
2. Nous avons les deux équations suivantes : 


Rrv'=498871 et Rv*—5311,77. 
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Mais alors 


4.“ RUT ,H811,77 


RÉ 
OH = 7 = 18871 


— 1,238 547255 — = 7,391 735 398%. 


En utilisant l’équation Rv° — 4 288,71, nous obtenons que R — 7 065,17 $. 
Finalement le montant prêté est 


(7 065,17)argr 301 735 308% = 48 736,55 8. 


Solution A.6.14. 1. L’équation de valeur à la date de comparaison : la fin de la 6° 
année est 


20 000 000 — R 534% (1,04)° + R(1,5)s34% R = 2 440 877,24 $. 
2. Le montant accumulé après le 4° paiement est 
(2 440 877,24)s340 (1,04) + (1,5)(2 440 877,24) = 11 585 535,95 $. 
L'intérêt gagné par le fonds pendant la 5° année est 
11 585 535,95(0,04) = 463 421,44 $. 
Ainsi le montant net d’intérêt au 5° paiement est 
(20 000 000)(0,07) — 463 421,44 — 936 578,56 $. 

3. L'augmentation dans le fonds d’amortissement à la 4° année est 

(2 440 877,24)s349 (1,04) + (1,5)(2 440 877,24) — (2 440 877,24)s34, 
c’est-à-dire 3 966 093,56 $. 


Solution A.6.15. 1. Le solde restant immédiatement après le 37° paiement est 


B37 — 1504336 5% — 10 169,30 $. 
La portion d’intérêt payé dans le 45° paiement est 


(0,005) Baa = (0,005)150azgo,5% — 47,32 $. 
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La portion de principal remboursé dans le 81° paiement est 
150 — 0,005 B39 = 150 — (0,005)(150a%0,5%) = 12287 5. 


2. Comme les portions de principal payé forment une suite géométrique, nous 
avons que 
6 792,71(1+i)—9071,46 — ài=7,5% 


Nous avons aussi 


14 000(1,075)7 (341) 2 6 792,71 =  (n—2) = 10 n = 12. 
Le montant prêté est 
14 0004737 5% = 108 293,90 $. 


Solution A.6.16. 1. Nous avons une annuité dont les paiements forment une suite 
en progression géométrique de raison (0,95). L’équation de valeur à la fin de la 12° 
année est 


(1,065)? — (0,95)12 


# (0,065) — (—0,05) 


| = 50 000 000 —  R = 3619 229,02 $ 


2. L'intérêt gagné par le fonds pendant la 5° année est 


(1,065)* — (0,95)4 
(0,065) — (—0,05) 


(0,065)(3 619 229,02) | — 965 465,74 $. 


Le montant net d'intérêt est 
(0,08)(50 000 000) — 965 465,74 = 3 034 534,26 $. 


3. L'augmentation dans le fonds pendant la 10° année est 


(3 619 229,02) RE = Ge 


(0,065) — (—0,05) 


— (3 619 229,02) ES - a 


(0,065) — (—0,05) 
— 4 597 350,71 $. 


314 Mathématiques financières 


Solution A.6.17. 1. Le solde restant après le 3° paiement est 
B3 = 3 000(1,08) 7! + 5 000438 (1,08)! = 24 180,00 $ 
La portion d’intérêt payé au 6° paiement est 
(0,08)B; = (0,08)5 000aggx = 1 597,08 $. 
La portion de principal remboursé au 7° paiement est 
5 000 — (0,08)Bç = 5 000 — (0,08)5 000ajgx = 3 675,15 $. 


2. Nous savons que dans ce cas les portions de principal forment une suite 
géométrique. Nous avons ainsi 


2056(1+i)?—233197 — i—6,5%. 
Nous avons aussi que 
R(1,065) =2056 —= R—3000$. 


Le montant prêté est 
3 000a86,5% = 18 266,25 $. 


Solution A.6.18. 1. Nous avons une annuité dont les paiements forment une suite 
arithmétique avec P = R et Q = 100 000. L’équation de valeur à la fin de la 10° 
année est 


$105% ma 10 
Rs65% + 100 000 [EE] = 10 000 000 = R = 385 137,25 $. 


2. Le montant accumulé immédiatement après le 5° paiement est 


S95% — Ÿ 
385 137,255459 + 100 000 008 | 3 179 388,92 $. 


L'intérêt gagné pendant la 6° année par le fonds est (3 179 388,92)(0,05) — 
158 969,45 $. Le montant net d’intérêt du 6° paiement est 


(10 000 000)(0,08) — 158 969,45 = 641 030,55 $. 
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3. L'augmentation dans le fonds pendant la 3° année est 


535% — 3 
385 137,25535%, + 100 000 DO — 


— [385 13725800 + 100 000 { 225% ? 
? 25% 0,05 
= 629 613,82 $. 


Solution A.6.19. Le taux d’intérêt par mois est 6%/12 = 0,5%. 
1. Prospectivement nous obtenons que le solde restant immédiatement après le 
35° paiement est 


B35 = 400430 5% + 300a690,5% (1,005) * + 200a350,5% (1,005) 5 
— 19 851,83 $. 


La portion d’intérêt payé au 55° paiement est 


(0,005) B54 = (0,005) (300a7go 5% + 2004790,5%(1:005) 7%) = 76,60 $. 


La portion de principal remboursé au 105° paiement est 


B:04 = B:05 = 2004:80,5% 2004:5,0,5% = 184,66 $. 


2. La portion d'intérêt du 11° paiement est 44 204,56(0,005) — 221,02 $. La 
portion de principal du 11° paiement est 518,53(1,005)* — 528,98 $. Conséquem- 
ment À = 221,02+ 528,98 = 750. Si nous considérons maintenant le solde restant 
après le 10° paiement, nous obtenons 


7504 -190,5% = 44 204,56 = n—10= 70. 
Le nombre de paiements est donc n = 80. Le montant prêté est 
7504a890,5% = 49 351,73 $. 


Solution A.6.20. 1. Pour ce qui est du fonds d’amortissement, nous avons une 
annuité dont les versements sont en progression géométrique. L’équation de valeur 
avec date de comparaison : la fin de la 40° année est 


(1,03) — (1,01)4 


10 000 000 = R 
(0,03) — (0,01) 


= R=112792,098. 
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2. Le montant net du prêt après le 30° versement est 


(1,03)30 — (1,01)%0 
(0,03) — (0,01) 


10 000 000 — À | | = 3 912 534,45 $. 


3. Le montant accumulé après le 26° versement est 


Fe Fr — (1,01) 


= 4 857 588.47 
(0,03) — (0,01) | _ 


4 857 588,47(0,03) — 145 727,65 $ est l'intérêt gagné par le fonds pendant la 27° 
année. Ainsi le montant net d’intérêt au 27° paiement est 


(10 000 000)(0,05) — 145 727,65 = 354 272,35 $. 


Solution A.6.21. Le versement annuel À dans le fonds d’amortissement est obtenu 
par 
Rs33% = 20000 —= R—2249,13$. 


1. Le montant net du prêt est 
20 000 — 2 249,13533% = 15 434,27 $. 


2. L'intérêt annuel sur le prêt est 20 000(0,05) = 1 000 $. L'intérêt gagné par le 
fonds d’amortissement pendant la 4° année est 


2 249,135p20 (0,03) — 208,56 $. 


Finalement le montant net d’intérêt versé pour la 4° année est 1 000 - 208,56 = 
791.44 $. 


Solution A.6.22. 1. L est la valeur actuelle d’une annuité de fin de période consis- 
tant en 16 paiements en progression arithmétique avec P = 1 000 et Q = —20. 
Nous obtenons 


argox — 16(1,02) 16 


L = 1 000açgoe — 20 D 


= 11 655,13 $. 
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2. La portion de principal remboursé dans le 7° paiement est B6 — B7 où B4 
est le solde restant après le k° paiement. Comme 


ayg2x — 10(1,02) 710 

0,02 
dj2% “ 9(1,02)—° 
0,02 


B6 = 880ag2% — 20 | | =712557$ et 


Br = 860aÿ27, — 20 | | — 6 388,08 8, 


alors la portion de principal remboursé est 
B6 — B7 = 7 125,57 — 6 388,08 = 737,49 $. 
3. La portion d'intérêt du 10° paiement est (0,02) Bo. Mais 


agox — 7(1,02) 7 
0,02 


B9 — 8204399, — 20 — 4 928,96 $. 


Ainsi la portion d’intérêt du 10° paiement est (4 928,96)(0,02) — 98,58 $. 


A.7 Exercices du chapitre 7 


Solution A.7.1. À chaque trimestre, le coupon payé sera 10 000(0,04/4) = 100 $. 
Le taux de rendement est le taux nominal de 8% par année capitalisé à tous les six 
mois. Si nous notons par ? : le taux de rendement pour 3 mois équivalent à ce taux, 
alors 


0,08 | 
(1 +)? = (1 + ) = = 1,980 390%. 


Nous avons tout ce qu’il faut pour calculer le prix de chacune des obligations. 
Pour l'obligation dont l’échéance est dans 5 ans, nous avons 


—10 
) — 8 461,44 $. 


P = 100455 1,980 390% + 10 100 (: # 


Pour l’obligation dont l’échéance est dans 7 ans, nous avons 


0,08 \ 
L ) = 7 966,04 $. 


P = 1004531 980 390% + 10 100 (1 FE 
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Pour l’obligation dont l’échéance est dans 9 ans, nous avons 


0,08 \ 
à ) = 7 542,57 $. 


P = 100435 1,980 390% + 10 100 (1 + 


Donc le prix total de ces 3 obligations est 
8 461,44 + 7 966,04 + 7 542,57 = 29 970, 05 $. 


Solution A.7.2. Le prix de l’obligation est 


P = 5arggx + 6a3g (1,08)! + Tage (1,08) + 100(1,08) 7° = 74,91 8. 


Solution A.7.3. Notons par à : le taux de rendement pour 6 mois. Par la méthode 
du vendeur d’obligations, nous avons 


Dans ce cas 
k — (P-C) “ (7 000 — 10 500) . 1 
C 10 500 3 
et n — 10 x 2 — 20 paiements. Les coupons semestriels sont 10 000(0,10/2) = 
500 $. Le taux modifié du coupon g est obtenu par 10 500g = 500. Aïnsi g = 1/21. 


Conséquemment 


21 3 20 27 
D L = 7,7142 ; 
- IN [1 350 7,714 285 7% 
2 3 
Donc le taux nominal de rendement par année capitalisé semestriellement est ap- 


proximativement égal à 2(7,714 285 7%) = 15,428 571%. La valeur exacte de ce 
taux est 16,420 553%. 


Solution A.7.4. 1. Nous avons que le prix P de l’obligation est 


P = Frami + Cr”. 
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Ici P = 1 069 416,80, Fr — 1 000 000(0,09) — 90 000, Cr"? — 465 509,45 et 
n = 10. Donc nous obtenons 


1 069 416,80 — 90 000475; + 465 509,49 — ax; — 6,710 081 2. 


Nous pouvons résoudre cette équation par la méthode de bissection ou par Newton- 
Raphson et nous obtenons que à — 8%. Ce calcul est aussi facile à effectuer avec 
l’aide d’une calculatrice financière. 

2. Comme à — 8%, alors nous avons que 


C(1,08) 1° = 465 509,45 —  C'= 1005 000$. 


3. La valeur comptable de cette obligation immédiatement après le 5° paiement 
est 
90 00089, + 1 005 000(1,08) * = 1 043 330,00 $. 


Solution A.7.5. Nous avons que 
P=C+(Fr - Cijami. 
Nous obtenons ainsi pour la première obligation 
107 794,58 — 100 000 + (3 000 — 2 500)a%2,5% 


car 


Fr = 100000 ( 


) = 3000, C'i= 100 000 (=) —=2500 et 


C = F = 100 000. Alors 
(107 794,58 — 100 000) 
a — 
Los (3 000 — 2 500) 


— 15,589 16. 


Pour la deuxième obligation, nous obtenons 


P = 100 000 + (4000 — 2 500)a2,5% = 100 000 + 1 500(15,589 16) 
— 123 383,74 


car dans ce cas 
Fr = 100 000 (=) = 4000, Ci = 100 000 (5) —2500 et 


C'= F = 100 000. 


320 Mathématiques financières 


Solution A.7.6. Nous avons le système d’équations linéaires suivant : 


50 000 (5) ar6,5% + (1065) 71° = 55 391,62; 
50 000 (5) agcse + C(1,065) 5 = 53 630,76. 


Nous avons donc 


(3 594,415 111)r + (0,532 726 036)C = 55 391,62: 
(2 420,506 778)r + (0,685 334 119)C = 53 630,76. 


Donc r = 8 et C' = 50 000. Pour résoudre ce dernier système d’équations linéaires, 
nous pouvons utiliser la règle de Cramer ou encore l’algorithme d’élimination de 
Gauss-Jordan. 


Solution A.7.7. Nous avons qu’à calculer la valeur actuelle des coupons et de la 
valeur de remboursement au taux de rendement. Donc le prix est 


P = T0as5x + 60a35% (1,05) © + 1 100(1,05)7 1° = 1 181,90 8. 
Solution A.7.8. Nous avons n = 16, P = 105, F = 100, C = 103, r = 4%, 
Fr = 4. Alors 


4 105 — 103 
= —— = 3,883 495 1 k = 7 — 0,019 417 476. 
mo É 103 | 


Finalement 


. … 0,038 834 951 — (0,019 417 476/16) _ 0,037 621 359 


= = 3,725 961% 
1 + (0,019 417 476/2) 1,009 708 738 | 


et le taux nominal est 2(3,725 961%) = 7,451 923% selon la méthode du vendeur 
d'obligation. La valeur exacte de ce taux est 7,440 549 344%. 


Solution A.7.9. Le prix P de l’obligation est 


P = 60a77x + 40ag7x(1,07)7* + 1 150(1,07) 71° = 933,29 $. 
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Solution A.7.10. Nous avons 
dazase + 110(1,03) 7?" = 121,16. 
De cette dernière équation, nous obtenons 


À ÊË — (1,03) 7° 


110(1,03) 2° = 121,16 
0,03 | + ( 1 ) , 


Alors 
121 


C0) 77  — 0,521 645949 —= n—11. 


9 


La valeur comptable à la fin de la 3° année est 
121.16(1.03)$ — 4sg3o, — 118, 80 $. 


Solution A.7.11. Nous avons n = 6, P = 92, F = 100, C = 102.50, r = 4%, 
Fr = 4. Alors 


92 — 102,5 
= 3,902 439%, k— ee 


= 0,102 439 02. 
102,50 102,5 


g 


Finalement 


0,039 024 39 — (—0,102 439 024/6) 
RL = 5,912 596 4%. 
: 1+ (0,102 439 024/2) | 


La valeur exacte de ce taux est 5,984 662 153%. 


Solution A.7.12. Le prix de l’obligation est 


P = 1 000(1,06) + 30aygx + 50ag6% (1,06) *+70a6x (1,06) * = 890,34 $. 
Solution A.7.13. Nous avons l’équation 

1 427,53 = F(0,03)axg3,5% + F(1,035) ? = F=1500$. 
La valeur comptable immédiatement après le 5° coupon est 


(1 500)(0,03)az 3,59 + (1 500)(1,035) 77 = 1 454,14 8. 
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Solution A.7.14. Nous avons n = 10, P = 108, F = 100, C = 103, r = 6%, 
Fr = 6. Alors 


6 108 — 103 
g = — = 5,825 2427%, k = 2 — 0,048 543 689. 
103 103 


Finalement 


3 à 0:058 252 427 — (0,048 543 689/10) 


= 5,213 27%. 
1 + (0,048 543 689/2) : 


La valeur exacte de ce taux est 5,190 743 217%. 

Solution A.7.15. L’équation pour le prix nous donne 

143 623,71 = r(1 000)a163,5% +27 (1 000)433,5% (1,035) "+105 000(1,035)-!. 
Donc nous obtenons 80 950,20 = 14 718,22r. Conséquemment r = 5,5. 


Solution A.7.16. Nous avons qu’à calculer la valeur actuelle des coupons et de la 
valeur de remboursement au taux de rendement. Donc le prix est 


P = 1000(0,03)arg2x + 1 100(1,02) 715 = 1 208,62 $. 
La valeur comptable après le 7° coupon est 
1 000(0,03)ag29, + 1 100(1,02) ? = 1 165,30 $. 
Solution A.7.17. L’équation pour le prix de l’obligation est 


94,10 = 5azg6x + C(1,06)7 7 = C—105. 


Annexe B 


Questions à choix multiple de 
réponses 


Exercice B.1. Simplifier l’expression suivante 


(50) (50) 


(A) v? (BY (C) v (D) —-1? (E) 1 


Exercice B.2. Étant donné le taux instantané de l’intérêt 


2 
—= Lt< 
Ô4 TH pour 0Ü<t<4, 
calculer à. 
157 61 129 176 5 
A) — B) — C) — D) — E) — 
A) B) OZ Dr ED > 


Exercice B.3. Une rente perpétuelle consiste en des paiements annuels croissants 
de (1+k),(1+k)?, (1+k)%,....Le premier paiement a lieu à la fin de la première 
année au taux nominal d’intétêt i2) = 10% par année capitalisé à tous les six mois. 
La valeur actuelle de cette rente à t = 0 est 20. Déterminer k. 


(A) 0,05 (B) 0,047 5 (C) 0,045 (D) 0,042 5 (E) 0,04 
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Exercice B.4. Des dépôts de 1 000 $ sont placés dans un fonds au début de chaque 
année pendant 25 ans. À la fin de la 35° année, des retraits annuels sont faits du 
fonds pour toujours. L'intérêt est au taux effectif de 6% par année. Déterminer le 
montant de ces retraits annuels. 


(A) 5 325 (B) 5 485 (C) 5 675 (D) 5 895 (E) 6 115 


Exercice B.5. Un fonds rapporte de l’intérêt au taux instantané 0, = kt. Un dépôt 
de 250 $ à & — 0 dans ce fonds vaudra 400 $ à la fin de la 4° année. Déterminer k. 

1 3 3 1 8 
A) -Im|- B) 0,06 C)In | = D) 0,05 E) =In | - 
a gm(s) (B) CITE) (D) ®gm(à) 
Exercice B.6. La valeur accumulée à { — 7 d’une annuité consistant respective- 
ment de sept paiements annuels de 1, 2, 3, 4, 3, 2, 1 et dont le premier paiement est 
fait à la fin de la première année est 20. Déterminer la valeur accumulée à { = 7 
d’une annuité consistant respectivement de six paiements annuels de 1, 2, 3, 3,2, 1 
et dont le premier paiement est fait à la fin de la première année. 


(A) 14,5 (B) 15 (C) 15,5 (D) 16 (E) 16,5 


Exercice B.7. Anatole hérite de 30 000 $. Il utilise ce capital pour acheter deux 
annuités. La première lui coûte 10 000 $ et consiste en une annuité qui lui versera 
10 paiements annuels de X dollars. La seconde lui coûte 20 000 $ et consiste en 
une annuité qui versera à sa fille 30 paiements annuels de X dollars. Le premier 
versement pour chacune de ces annuités est fait immédiatement. Pour ces deux 
annuités, le taux d’intérêt est le taux effectif d’intérêt 2, à > 0. Déterminer 1. 


(A) 4,7% (B) 48% (C) 49% D) 5% (E) 5,1% 


Exercice B.8. Barnabé obtient un prêt de 75 000 $ à être remboursé par des paie- 
ments à la fin de chaque mois pendant n années. Chacun des paiements mensuels 
est d’un montant de 923,89 $ et le taux d’intérêt est le taux nominal d’intérêt (2) 
par année capitalisé mensuellement. Barnabé n’est pas en mesure de faire le pre- 
mier paiement, mais il fait tous les autres paiements à temps. Comme il n’a pu faire 


le premier paiement, il doit toujours 2 107,95 $ à la fin des n années. Calculer #(12), 


(A) 7,95% (B) 8.05% (C) 8.15% (D) 8,25% (E) 8,35% 


Exercice B.9. Le fonds A est rémunéré au taux effectif d’intérêt de 4% par année. 
Le fonds B est rémunéré au taux effectif d’intérêt de 3% par année. Après 15 ans, 
le total des deux fonds est 12 000 $. Après 25 ans, le montant dans le fonds A est 
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deux fois celui dans le fonds B. Calculer le montant dans le fonds B à la fin de la 
10° année. 


(A) 3 676 (B) 3 819 (C) 3 972 (D) 4 101 (E) 4 305 


Exercice B.10. Cléo emprunte 75 000 $ à être remboursé par 30 paiements an- 
nuels. Le premier paiement est de X dollars à la fin de la première année. Tous les 
paiements subséquents augmentent de 200 $ par année pour les quatorze années 
suivantes et ensuite les paiements demeurent stables. Le taux effectif d’intérêt de 
ce prêt est 6% par année. Déterminer X. 


(A) 3 483 (B)3 516 (C) 3 693 (D) 3 702 (E) 3 788 


Exercice B.11. Le fonds A est rémunéré au taux instantané d’intérêt 04 = 0,02€ + 
0,08 pour O0 < t < 10. Le fonds B est rémunéré au taux effectif d’intérêt à. Un 
capital de 1 $ est investi dans chacun des fonds A et B pour 10 ans. La valeur dans 
le fonds À après 10 ans est égale à la valeur dans le fonds B après 10 ans. Calculer 
la valeur dans le fonds B après 3 ans. 


(A) e0:59 (B) e0:54 (C) e0:49 (D) e0»47 (E) e0»43 
Exercice B.12. Au taux effectif d'intérêt à par année, chacune des deux séries de 
paiements suivantes a la même valeur actuelle L : 
1. un paiement de 1 331 maintenant et un autre paiement de 1 331 $ à la fin de 
la première année : 
2. un paiement de 2 197 $ à la fin de la troisième année et un paiement de 
2 197 $ à la fin de la quatrième année. 
Calculer L. 
(A) 2 132 (B) 2 239 (C) 2341 (D) 2 457 (E) 2 569 


Exercice B.13. Étant donné le taux instantané d'intérêt 


2 


& = —— 
t 1+t 


un paiement de 200 $ à la fin de la 2° année et un paiement de 400 $ à la fin de la 
4° année a la même valeur actuelle qu’un paiement de 300 $ à la fin de la 3° année 
et de X dollars à la fin de la 6° année. Déterminer X. 


(A) 857 (B) 954 (C) 1 029 (D) 1 113 (E) 1 207 
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Exercice B.14. La valeur accumulée au dernier paiement d’une annuité de fin de 
période consistant en An paiements de 1 $ à la fin de chaque année est 100,03 $. La 
valeur accumulée au dernier paiement d’une annuïité de fin de période consistant en 
An paiements de 1 $ à la fin de chaque période de deux ans est 411,87 $. La valeur 
accumulée au dernier paiement d’une annuité de fin de période consistant en 4n 
paiements de 1 $ à la fin de chaque période de trois ans est X. Déterminer X en 
sachant que le taux effectif d'intérêt est le même pour ces trois annuités. 


(A) 1 975 (B) 2 000 (C) 2 025 (D) 2 050 (E) 2 075 


Exercice B.15. Étant donné 


ô 3<t<10 

= —— our 

t F9 P Re PR ; 

déterminer pour l’intervalle d’une année entre {t = nett = n+1,avec3 < n <9 
le taux nominal d(2) équivalent. 


(An — 6) 3(n +1) 1 


(2n +1) 
(1) 


(An +3) 


(A) En 


(Ë) 


Exercice B.16. Un vendeur d’automobile offre de vendre une automobile pour 
15 000 $. Le taux d’intérêt en vigueur est le taux nominal de 12% par année capi- 
talisé mensuellement. Pour encourager la vente, il offre un financement à 100% au 
taux effectif d'intérêt de 5% par année. Le prêt doit être remboursé par des paie- 
ments égaux à la fin de chaque mois pendant 4 ans. Déterminer le coût pour le 
vendeur de cette offre. 


(A) 1 500 (B) 1 600 (C) 1 700 (D) 1 800 (E) 1 900 


Exercice B.17. Étant donné deux prêts, chacun remboursé par un seul paiement 
dans le futur. Ces paiements incluent le principal et les intérêts. Le premier prêt est 
remboursé par un paiement de 5 000 $ après cinq ans et dont l’intérêt s’accumule 
à 10% par année capitalisé semestriellement. Le second prêt est remboursé par un 
paiement de 7 000 $ après six ans et dont l’intérêt s’accumule à 8% par année 
capitalisé semestriellement. Les deux prêts doivent être consolidés en un seul. Ce 
prêt consolidé sera remboursé par deux paiements égaux de X dollars avec l’intérêt 
à 12% par année capitalisé semestriellement. Le premier paiement doit être fait 
immédiatement et le deuxième dans 18 mois. Déterminer X. 


(A) 3 995 (B) 4 045 (C) 4 095 (D) 4 145 (E) 4 195 
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Exercice B.18. Un fonds d’investissement est établi à { — 0 avec un dépôt de 
6 000 $. Un dépôt de 1 000 $ est fait à la fin du 3° mois et un dépôt additionnel de 
6 000 $ est fait à la fin du 9° mois. Aucun retrait n’est fait. La valeur dans le fonds 
incluant les intérêts est 16 000 $ à la fin de la première année. Le taux instantané 
de l’intérêt au temps t est 


k 
= <t<l. 
Ô4 ee pour ÜO<t< 

Déterminer k. 

3 4 5 7 6 
A) — B) — — D) — E) — 
WDET WT Oo DE Œ) 
Exercice B.19. Si nous savons que fe äz dt = 50, calculer x. 
(A) 50n0 (B) n — 506 (C) n + 500 (D) : (£) 50n + 6 


Exercice B.20. Un investissement X de 1 000 $ placé au taux nominal d’intérêt j 
par année capitalisé à tous les semestres vaut 1 294,80 $ après 3 ans. Un investisse- 
ment Y de 1 000 $ placé au taux nominal d’escompte k par année capitalisé à tous 
les trimestres vaut 1 213,55 $ après 3 ans. Un investissement Z de 1 000 $ est placé 
au taux effectif d’intérêt j pour la première année et au taux effectif d’escompte k 
pour la deuxième année. Calculer la valeur de l’investissement Z après deux ans. 


(A) 1 014 (B) 1 085 (C) 1 108 (D) 1 162 (E) 1 213 


Exercice B.21. Le 1° janvier 2000, Anatole dépose 5 000 $ à la banque X dans 
un compte rémunéré au taux nominal d’intérêt j par année capitalisé semestrielle- 
ment. Le 1% janvier 2007, il transfère son compte à la banque Y dans un placement 
rémunéré au taux nominal d’intérêt k par année capitalisé à tous les mois. Le 1° 
janvier 2010, le solde du compte à la banque Y est 14 164,12 $. Si Anatole avait 
gagné de l’intérêt au taux nominal d’intérêt k par année capitalisé à tous les mois 
du 1% janvier 2000 jusqu’au 1‘ janvier 2010, le solde dans son compte aurait été 
16 501,93 $. Déterminer le quotient (4/5). 


(A) 1,10 (B) 1,15 (C) 1,20 (D) 1,25 (E) 1,30 


Exercice B.22. Dans le fonds A, la valeur accumulée par 1 $ au temps t > 0 
est (1 + 0,9€). Dans le fonds B, la valeur accumulée par 1 $ au temps { > 0 est 
1+(0,5)£2. Notons par T : le moment où le taux instantané du fonds A est égal au 
taux instantané du fonds B. Calculer T.. 


(A) 0,60 (B) 0,63 (C) 0,66 (D) 0,69 (E) 0,72 
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Exercice B.23. Le fonds A croît au taux instantané de l'intérêt 5, = a + 3bt°. Le 
fonds B croît au taux instantané de l'intérêt 5, = c + 3dt?. Si les deux fonds sont 
égaux àt = 0ett=n>0etquea>c>0etd>b > 0, alors déterminer n. 


Ja — c a + d fa — c |d — b b+d 
(a) d—b (B) c+b (Ce) b+d (9) a+c E a +c 


Exercice B.24. À { — 0, Dora dépose 1 000 $ dans un compte rémunéré au taux 
d'intérêt simple de 8% par année. À la fin de la première année, Émile dépose 600 $ 
dans un compte rémunéré au taux instantané de l’intérêt 


nr: 
DE: 


d 


Si les deux comptes ont le même solde à la fin de la n° année, déterminer n. 
(A) 27 (B) 26 (C) 25 (D) 24 (E) 23 


Exercice B.25. Une entreprise permet à ses clients de payer leurs achats soit avec 
une carte de crédit, soit en espèces. Dans ce dernier cas, elle leurs remet un es- 
compte au taux de r pour cent. Pour les achats avec une carte de crédit, l’entreprise 
reçoit 95% de l’achat un mois plus tard. Au taux effectif de l’intérêt de 10% par 
année, les deux méthodes sont équivalentes. Déterminer r. 


(A) 5,15 (B) 5,35 (C) 5,55 D) 5,75 (E) 5,95 


Exercice B.26. Nous savons que 


1. la somme de la valeur actuelle d’un paiement de X à la fin de la 8° année et 
un paiement de Ÿ à la fin de la 16° année est égale à la valeur actuelle d’un 
paiement de (X + Y) à la fin de la 12° année ; 


2. X+Y =50; 
3. i = 6% par année. 
Calculer X. 
(A) 16 (B) 18 (C) 20 (D) 22 (E) 24 


Exercice B.27. Considérons une rente perpétuelle ayant des paiements annuels et 
dont le premier paiement au montant de 50 $ aura lieu dans 8 ans. Tous les paie- 
ments subséquents augmentent de 10 $ jusqu’à ce qu’ils soient de 100 $, pour 
ensuite rester stables à 100 $ par année. Cette rente est achetée au moyen de 8 ver- 
sements annuels, le premier au montant de P dollars étant payable immédiatement. 
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Les versements subséquents augmentent de 5% par année. Le taux effectif d’inté- 
rêt est de 6% par année pendant les sept premières années et de 4% par la suite. 
Calculer P. 


(A) 139 (B) 155 (C) 171 (D) 187 (E) 203 


Exercice B.28. Anatole veut acheter une rente perpétuelle qui paie 1 000 $ par 
année et dont le premier paiement est fait à la fin de la 16° année. Il peut faire cet 
achat soit en payant 605 $ à la fin de chaque année pendant 15 ans, soit en payant 
K dollars à la fin de chaque année pendant 5 ans et plus rien par la suite. Calculer 
le montant K. 


(A) 1 358 (B) 1 463 (C) 1 531 (D) 1 617 (E) 1 703 


Exercice B.29. La valeur actuelle d’une série de paiements de 3 $ à tous les 6 ans 
pour toujours et dont le premier paiement est à la fin de la 6° année est 7 $. Calculer 
le taux effectif annuel d’intérêt. 


(A) 6,12% (B) 6,32% (C) 6,52% (D) 6,72% (E) 6,92% 


Exercice B.30. Au taux effectif d’intérêt de 5,8% par année, une annuité ayant 5n 
paiements de 600 $, le premier étant fait immédiatement, a comme valeur actuelle 
7 400 $. Déterminer la proportion de la valeur actuelle des 5n paiements que repré- 
sentent les valeurs actuelles des n premiers paiements et des n derniers paiements 
combinées. 


(A) 38% (B) 42% (C) 46% D) 50% (E) 54% 


Exercice B.31. Déterminer la valeur actuelle d’une rente perpétuelle consistant en 
des paiements de 1 $ à la fin de chaque mois de la première année, de 2 $ à la fin de 
chaque mois de la deuxième année, de 3 $ à la fin de chaque mois de la troisième 
année et ainsi de suite si le taux effectif d’intérêt est de 5% par année. 


(A) 4 995 (B) 5 075 (C) 5 155 (D) 5 235 (E) 5 315 
Exercice B.32. Étant donné que 


0,2t 


EE 
FHOEVIE 


pour t > O, 


déterminer 43. 
(A) 0,18 (B) 0,21 (C) 0,24 (D) 0,27 (£) 0,30 
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Exercice B.33. Le bénéficiaire d’une police d’assurance-vie peut être payé d’une 
des trois façons suivantes, chacune ayant la même valeur actuelle L : 


1. Une rente perpétuelle de 750 $ à la fin de chaque mois ; 
2. 2072,77 $ à la fin de chaque mois pendant n années ; 
3. Un paiement de 313 398,56 $ à la fin de la n° année. 
Calculer L. 
(A) 120 000 (B) 140 000 (C) 160 000 (D) 180 000 (E) 200 000 


Exercice B.34. Étant donné que 


Ôt pour t > 0, 


_3+t 
et que l’intérêt total gagné durant les n premières années sur un investissement de 
1 $ fait à { — 0 et rémunéré au taux instantané de l'intérêt 6, est 9, déterminer n. 


(A) 23 (B) 25 (C) 27 (D) 29 (E) 31 
Exercice B.35. Étant donné que 


DO 


rie 
PT H6279 


pou 0<&< li, 


que à est le taux effectif d’intérêt annuel équivalent à 04, que le fonds X croît au 
taux d'intérêt simple +, que le fonds Y croît au taux instantané de l’intérêt 6, et 
qu’un montant de 1 $ est déposé dans chacun des fonds à t — 0. Déterminer à quel 
moment #, l’excès du fonds X sur le fonds Y est maximal. 


(A) 0,250 (B) 0,375 (C) 0,500 (D) 0,625 (E) 0,750 


Exercice B.36. Étant donné une annuité consistant en 9 paiements de 1 000, le 
premier étant fait immédiatement, et d’un dernier paiement d’un montant supérieur 
fait à la fin de la 9° année. Au taux effectif d’intérêt de 4% par année, la valeur 
actuelle de ces 10 paiements est 10 000 $. Calculer la valeur actuelle au début de la 
8° année des paiements restants au taux effectif d’intérêt de 4% par année. 


(A) 3 685 (B) 4 000 (C) 4315 (D) 4 630 (E) 4 945 
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Exercice B.37. Barnabé achète une rente perpétuelle dont les paiements ont lieu 
à la fin de tous les 3 ans. Le premier paiement est de 1 $, le second est de 3 $, le 
troisième est de 5 $ et ainsi de suite. Le n° paiement est de (2n — 1) dollars. Le prix 
de cette rente perpétuelle est de 80 $. Calculer le taux effectif d’intérêt par année. 


(A) 4,85% (B) 521% (C) 5,46% (D) 5,91% (E) 6,23% 


Exercice B.38. Cléo a emprunté 1 000 $ à Dora au taux effectif d'intérêt à par 
année. Elle remboursera ce prêt en versant 1 000 $ à la fin de la 4° année et 431,55 $ 
à la fin de la 8° année. Deux ans après son premier paiement, Cléo rembourse 
complètement le solde restant de son prêt. Quel montant a-t-elle versé ? 


(A) 345 (B) 355 (C) 365 (D) 375 (E) 385 


Exercice B.39. Vous savez que le fonds X croît au taux nominal d’intérêt de 8% par 
année capitalisé semestriellement et que le fonds Y croît au taux nominal d’intérêt 
de 9% par année capitalisé mensuellement. Après 12 ans, le montant total combiné 
des deux fonds est 1 370 $. À la fin de la huitième année, le montant dans le fonds 
X est deux fois celui dans le fonds Y. Calculer le montant total combiné des deux 
fonds à la fin de la cinquième année. 


(A) 810 (B) 790 (C) 770 (D) 750 (E) 730 


Exercice B.40. Paul dépose 15 000 $ à la banque. Pendant la première année, 
la banque rémunère son compte au taux effectif d’intérêt à par année. Pendant la 
deuxième année, la banque rémunère son compte au taux effectif d’intérêt (+0,02) 
par année. Après deux ans, Paul a 17 650 $ à la banque. Comment aurait-il eu à la 
banque après 4 ans si le taux effectif d’intérêt avait été (à — 0,01) pour chacune de 
ces quatre années ? 


(A) 19018 (B) 19 282 (C) 19 339 (D) 19 473 (£) 19 569 
Exercice B.41. Étant donné 
1 
= <t<4 
Ô+ E+0 pour 0O<t<4, 
calculer $3. 
(A) 8,0 (B) 7,9 (C) 7,8 (D) 7,7 (£) 7,6 


Exercice B.42. Un investisseur met 1 $ dans un fonds X et 1 $ dans un fonds Y. Le 
fonds X est rémunéré au taux d’intérêt composé j > O0 par année et le fonds Y est 
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rémunéré au taux d’intérêt simple kj par année où k est une constante > 1. Après 
deux ans, le montant dans le fonds X est égal au montant dans le fonds Y. Calculer 
le montant dans le fonds Y après 5 ans. 

(A) (1042 — 104 + 1) (B) (5k? + 104 — 1) 
(C) (1082 — 5k — 2) (D) (54? + 5k +1) 
(E) (54? — 5k + 2) 


Exercice B.43. Étant donné une rente perpétuelle ayant des paiements annuels de 
la façon suivante : 


1. des paiements de 1 $ à la fin de la première année et à tous les 3 ans par la 
suite ; 
2. des paiements de 3 $ à la fin de la deuxième année et à tous les 3 ans par la 
suite ; 
3. des paiements de 2 $ à la fin de la troisième année et à tous les 3 ans par la 
suite. 
Si le taux d’intérêt est le taux nominal de 8% par année capitalisé à tous les tri- 
mestres, calculer la valeur actuelle de cette rente perpétuelle. 
(A) 18 (B) 20 (C) 22 (D) 24 (E) 26 


Exercice B.44. Des dépôts de X dollars sont faits dans un fonds au début de chaque 
année pendant 25 ans. À partir de la fin de la 30° année, des retraits annuels de 
12 000 $ sont faits du fonds jusqu’à la fin de la 35° année. Le fonds est alors épuisé. 
Le fonds est rémunéré au taux effectif d’intérêt de 6% par année. Calculer X. 


(A) 601 (B) 672 (C) 707 (D) 759 (E) 804 


Exercice B.45. Simplifier l'expression suivante 


d d 
(a ) Ci ) | 
(A) (1—v) (B) v (C) (1 + v°) (D) (1+v) () 


Exercice B.46. Un investissement de 1 $ triplera dans 27,47 années au taux instan- 
tané constant de l’intérêt 0. Un investissement de 1 $ augmentera jusqu’à 10,06 $ 
dans n années au taux nominal d'intérêt à(1/2) par année capitalisé une fois tous les 
deux ans et numériquement égal à Ô. Calculer n. 


(A) 60 (B)61 (C) 62 (D) 63 (E) 64 
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Exercice B.47. Dora a gagné dans une loterie une rente qui paie 5 000 $ par mois 
pour la première année, 6 000 $ par mois pour la deuxième année, 7 000 $ par 
mois pour la troisième année et ainsi de suite. Les paiements sont faits à la fin de 
chaque mois pendant 10 ans. En utilisant un taux effectif d’intérêt de 4% par année, 
calculer la valeur actuelle de ce prix. 


(A) 904 500 $  (B) 909 500$ (C)914500$  (D)919 500$  (E) 924 500 $ 


Exercice B.48. Un fonds d’amortissement est établi à { — 0 avec un dépôt de 
4 000 $. Un dépôt de 3 000 $ est fait à la fin de la première année et un retrait 
de 2 000 $ est fait à la fin du 18° mois. Aucun autre dépôt, ni retrait n’est fait. La 
valeur dans le fonds incluant les intérêts est 8 000 $ à la fin de la 2° année. Le taux 
instantané de l’intérêt au temps t est 


k 


be 


pou D<t<2. 


Determiner k. 
(A) 0,20 (B) 0,25 (C) 0,30 (D) 0,35 (E) 0,40 


Exercice B.49. Alice a hérité de 80 000 $. Elle utilise ce capital pour acheter une 
annuité consistant en 10 paiements annuels. Le premier paiement au montant de 
X dollars est fait immédiatement. Les paiements suivants diminuent de 5% avec 
chaque année. Déterminer X si le taux d’intérêt est le taux effectif d’intérêt de 6% 
par année. 


(A) 12 070 (B) 12 470 (C) 12 870 (D) 13 270 (E) 13 670 


Exercice B.50. Étant donné que 


1. X est la valeur à la fin de la troisième année d’une annuité consistant en 10 
paiements de 1 $ en fin d’année, le premier paiement ayant lieu à la fin de la 
première année et 


1 
2. que le taux effectif d’intérêt pour la n° année est . 
(7+n) 
Calculer X. 


se CE 18 12 1 Il 19 12 18 11 
(A) D SE Se (B) Ds n (C) ep Fa (D) > 0 Es (E) D, 0 Fe 
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Exercice B.51. Un investissement X de 10 000 $ placé au taux nominal d’intérêt 
j capitalisé à tous les trimestres vaut 13 944,79 $ après 4 ans. Un investissement 
Y de 10 000 $ placé au taux nominal d’escompte k capitalisé à tous les semestres 
vaut 11 483,96 $ après 2 ans. Déterminer la valeur actuelle de 5 000 $ payable dans 
2 ans si la première année est rémunérée au taux effectif d'intérêt j et la deuxième 
année est rémunérée au taux effectif d’escompte k. 


(A) 4 300 (B) 4350 (C) 4 400 (D) 4 450 (E) 4 500 


Exercice B.52. Au taux effectif d’intérêt à par année, chacune des deux séries sui- 
vantes de paiements a la même valeur actuelle Z : 


1. un paiement de 850 $ maintenant, un paiement de 1 700 $ à la fin de la 2° 
année et un dernier paiement de 850 $ à la fin de la 4° année ; 


2. un paiement de 1 814 $ à la fin de la 2° année et un autre paiement de 1 814 $ 
à la fin de la 4° année. 


Calculer Z. 
(A) 3 010 (B) 3 060 (C) 3 110 (D) 3 160 (E) 3 210 


Exercice B.53. La valeur actuelle d’une annuité consistant respectivement de sept 
paiements annuels de 1, 2, 3, 3, 3, 2, 1 et dont le premier paiement est fait à la 
fin de la deuxième année est 12. La valeur actuelle d’une annuité consistant res- 
pectivement de huit paiements annuels de 1, 2, 3, 4, 4, 3, 2, 1 et dont le premier 
paiement est fait à la fin de la première année est 16,37. Déterminer la valeur ac- 
tuelle d’une annuité consistant en trois paiements annuels égaux de 1 $ et dont le 
premier paiement est fait à la fin de la première année. 


(A) 2,60 (B) 2,65 (C) 2,70 (D) 2,75 (E) 2,80 


Exercice B.54. Sachant que la rente perpétuelle de fin de période dont les paie- 
ments sont de 1, 2, 1, 2, ... et ainsi de suite est équivalente à la rente perpétuelle 
de début de période dont les paiements sont tous égaux à 1,4. Déterminer le taux 
d'intérêt 1. 

(A) 5,5% (B) 5,7% (C) 5,9% (D) 6,1% (E) 6,3% 
Exercice B.55. Étant donné que 


2 


À = + 20) ? 


où0<t<4, 
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alors calculer 5. 


13 14 12 15 11 13 14 14 13 12 
(A) da 0 De (B) D n (C) hi a (D) Dar (E) De n 


Exercice B.56. Un prêt de 2 000 peut être remboursé par un paiement de 2 837 $ à 
la fin de la (2n)° année. Si ce prêt avait été remboursé par trois paiements égaux au 
montant de R dollars chacun à la fin des n°, (2n)° et (3n)° années, alors déterminer 
R. Le taux effectif d’intérêt est le même dans ces deux situations. 


(A) 906 (B) 936 (C) 966 (D) 996 (E) 1 026 


Exercice B.57. Le bénéficiaire d’une assurance-vie au montant de 200 000 $ laisse 
ce montant en dépôt auprès de la compagnie d’assurance pour 5 ans au taux effectif 
d'intérêt de 4% par année. Le solde à la fin de ces 5 années est versé au bénéficiaire 
en 120 paiements mensuels égaux au montant de X dollars, le premier versement 
est fait immédiatement à la fin de ces 5 années. Durant ces dix années de paiement, 
l'intérêt est crédité au taux effectif d’intérêt de 3% par année. Calculer X. 


(A) 1 780 (B) 1 920 (C) 2 060 (D) 2 200 (E) 2 340 
Exercice B.58. Étant donné un prêt pour lequel l'intérêt est calculé de la façon 
suivante : 

1. un taux effectif d’escompte de 5% par année pour la première année ; 


2. un taux nominal d’escompte de 4% par année capitalisé tous les deux ans 
pour la deuxième année ; 


3. un taux instantané d'intérêt de 3% par année pour la troisième année. 


Calculer le taux effectif annuel d’intérêt pour cette période de 3 ans. 
(A) 3,8% (B) 4,0% (C) 4,2% (D) 4,4% (E) 4,6% 


Exercice B.59. Cléo achète une rente perpétuelle dont les paiements sont faits à 
tous les deux ans. Le premier paiement est de 1 $ et est fait 2 ans après l’achat par 
Cléo de la rente. Tous les paiements subséquents augmentent de 3% avec chaque 
paiement. Le prix de cette rente est de 80 $. Déterminer le taux effectif annuel 
d'intérêt. 

(A) 1,7% (B) 1,9% (C) 2,1% (D) 2,3% (E) 2,5% 


Exercice B.60. Diogène dépose X dollars à la banque pour une période de 4 ans. 
Durant la première année, la banque rémunère son compte au taux effectif d’intérêt 
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de à par année. Durant les trois années suivantes, la banque rémunère son compte 
au taux effectif d’intérêt de 1,24 par année. Le montant d'intérêt gagné pendant la 
première année est 576 $, alors que le montant total d’intérêt gagné pendant les 
deuxième et troisième années est 1 490 $. Déterminer le montant accumulé dans le 
compte à la fin de la quatrième année. 


(A) 14 180 $ (B) 14 430 $ (C) 14 680 $ (D) 14 930 $ (E) 15 180 $ 


Exercice B.61. Étant donné la série suivante de paiements : 
1. 50 au temps { = 1,3,5,7,9; 
2. 150 $ au temps t — 2, 4,6,8, 10. 


Déterminer exactement le temps {* pour lequel la valeur de la série de paiements 
ci-dessus à t — {* est égale à la valeur d’un seul paiement de 1 000 fait à t = t*. 


1 (v +32? )arg 1 (2 +3 )as 
On mar) P-0 (tan —) 
CE (2) (D) in (=) 

L 4 d a 
4 “ 
Œ) 1 In (£ + v En) 
d a 


Exercice B.62. Une entreprise loue de l’espace pour ses bureaux. Le bail arrive 
à échéance le 31 décembre 2010. De plus celle-ci a recu un avis d’augmentation 
de loyer de l’ordre de 50% et ce nouveau loyer sera valable pour une période de 
3 ans. Pour diminuer l’effet de l’augmentation de loyer, l’entreprise propose à son 
propriétaire de payer un loyer supérieur au loyer actuel pour une période de 3 1/2 
ans débutant le 1° juillet 2010. Calculer le pourcentage d'augmentation du loyer 
le 1° juillet 2010 en supposant que le taux d’intérêt est le taux nominal d’inté- 
rêt 4112) — 9% par année capitalisé mensuellement. Le loyer est toujours payé le 
premier jour du mois. 


(A) 36% (B) 38% (C) 40% (D) 42% (E) 44% 


Exercice B.63. Le premier janvier 2009, Anatole investit 5 000 $ dans un fonds 
pour lequel le taux instantané de l'intérêt est 6 = 0,08(t+ 1) %, où t est le nombre 
d’années depuis le 1° janvier 2009. Déterminer le montant accumulé dans le fonds 
le 1‘ juillet 2011. 


(A) 5 144$ (B) 5 187$ (C) 5 230 $ (D) 5 273 $ (E) 5 316$ 
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(2) = 9% par année capitalisé mensuellement, cal- 


12). 


Exercice B.64. Sachant que à 
culer (15)5;; Où à est le taux effectif d’intérêt équivalent à à( 


(A) 9 165 (B) 9 460 (C) 9 755 (D) 10 050 (E) 10 345 
Exercice B.65. Une annuité paie 1 $ à la fin de chaque période de 3 ans pendant 


36 ans. Étant donné que 54; — k, déterminer la valeur actuelle de cette annuité au 
taux effectif d’intérêt 1. 


1+(i+k) 4 RÉ 
a (HE 5) m (ire =) 
1—(1—ki) 3 1+(1+ ki) 8 
“a Pres jS | Ho) 


1+(Gi+k) 
(E) Pense ne 
$/(1+ ki) +1 
Exercice B.66. Un capital X est utilisé pour acheter une rente perpétuelle consis- 


tant en des paiements annuels de 2 $, le premier paiement étant fait au début de la 
(2n)° année. Le taux effectif d’intérêt est i. Déterminer n. 


(A) 1 +In (5) 


@2-m(Àe) 
1 Xd 
1 Xi 
CET | à) 
E)1 Xi 
(Ë) In 259 


Exercice B.67. Barnabé fait des dépôts de 100 $ à la fin de chaque mois pendant 
3 ans. Le montant total d’intérêt gagné pour la deuxième année est 180,08 $ et le 
montant total d’intérêt gagné pour la troisième année est 318,50 $. Le taux d’inté- 
rêt est constant pendant les trois années. Déterminer le montant accumulé dans le 
compte à la fin de la troisième année. 


(A) 4117 (B) 4 135 (C) 4 153 (D) 4 171 (E) 4 189 
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Exercice B.68. Un paiement de 100 $ à la fin de la quatrième année et de 400 $ à 
la fin de la sixième année a la même valeur actuelle qu’un paiement de 200 $ à la 
fin de la deuxième année et de X dollars à la fin de la cinquième année. Le taux 
d'intérêt est le taux instantané d’intérêt 

1 


Ô = our OÜ <t< 6. 
*_G6+0 P Ed 


Déterminer X. 
(A) 189 (B) 200 (C)211 (D) 222 (E) 233 


Exercice B.69. Une annuité croissante continue d’une durée de n années (n > 0) 
a des paiements à un taux annuel { au temps t£. Le taux instantané de l’intérêt est 
égal à (1/n). Déterminer la valeur accumulée à { — n de cette annuité. 


(A) (e+3)n° (B)(e-!+2}n (C)(e-!+1)nŸ (D)(e+2}n 7? (E) (e — 2)n° 


Exercice B.70. Un investissement de 1 $ doublera dans 10 ans au taux d’escompte 
simple d. Un investissement de 1 $ vaudra 2,36 $ après n années au taux nominal 
d'intérêt :(1/2) par année capitalisé une fois tous les deux ans et numériquement 
égal à d. Déterminer n. 


(A) 14 (B) 15 (C) 16 (D) 17 (E) 18 


Exercice B.71. Cléo a gagné le gros lot d’une loterie. Elle recevra 1 000 $ par 
semaine la première année, 1 100 $ par semaine la deuxième année, 1 200 $ par 
semaine la troisième année et ainsi de suite. Les paiements sont faits à la fin de 
chaque semaine pendant 8 ans. En utilisant un taux effectif d’intérêt de 4% par 
année, déterminer la valeur actuelle de ce prix. 


(A)474510  (B)475140  (C)475770  (D)476400  (E) 477 030 


Exercice B.72. Parmi les énoncés suivants, quels sont ceux qui sont vrais ? 


d 2 
is ad =? À 
d 
2. F0) = UV; 
j(n) 
à ee 


es ù 


dô 
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(A) Seulement 1. et 2. 
(B) Seulement 1. et 3. 
(C) Seulement 2. et 3. 
(D) Seulement 1. 
(£) Seulement 2. 


Exercice B.73. La valeur actuelle d’une annuité consistant en 10 paiements de 
1 000 $ à tous les deux ans, le premier paiement étant fait immédiatement, est 
égale à la valeur actuelle d’une rente perpétuelle consistant en des paiements de R 
dollars à tous les 3 ans, le premier paiement étant fait à la fin de la troisième année. 
Le taux d'intérêt est i(1) — 8% par année capitalisé trimestriellement. Déterminer 
le montant À. 


(A) 1 245 $ (B) 1350$ (C)1455$ (D) 1 560 $ (Ë) 1 665 $ 


Exercice B.74. Étant donné que A(t) — Kt? + Lt + M pour 0 < t < 3 avec 
A(0) = 50, A(1) = 54 et A(3) — 68, alors déterminer le taux instantané de 
l'intérêt (ou encore la force de l’intérêt) au temps t = 2. 


8 7 9 11 10 
A) — B) — C) — D) — E) — 
A) = B) = OS D): DE 
Exercice B.75. Albert fait des dépôts égaux dans un compte de banque à tous les 
fins de mois pendant 10 ans. À la fin de la cinquième année, il a accumulé 8 720 $ 


et à la fin de la dixième année, il a accumulé 20 480 $. Le compte est rémunéré au 
taux effectif d'intérêt à par année. Déterminer 1. 


(A) 5,62% (B) 5,80% (C) 5,98% (D) 6,16% (E) 6,34% 
Exercice B.76. Simplifier l'expression suivante : 

d d 

(6). 
(A) (1 — d)° (B) 77" (C) (1 +1) D)v (Œ) (1+d) 


Exercice B.77. Anatole emprunte 100 000 $ à être remboursé par 120 paiements 
mensuels. Pour les 5 premières années, il paie X dollars à la fin de chaque mois et 
pour les 5 dernières années, il paie 2X dollars à la fin de chaque mois. Déterminer le 
montant total d’intérêt payé par Anatole pour rembourser son prêt. Le taux d’intérêt 
est le taux effectif d’intérêt de 4% par année. 


(A) 24 610 $ (B) 25 165 $ (C) 25 720 $ (D) 26 275 $ (E) 26 830 $ 
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Exercice B.78. Étant donné le taux instantané d'intérêt 


0,3t? 


= Doi) pour 0O<t<4, 


alors un paiement de 200 $ à la fin de la première année et de 300 $ à la fin de la 
troisième année a la même valeur actuelle qu’un paiement de 100 $ à la fin de la 
deuxième année et de X dollars à la fin de la quatrième année. Déterminer X 


(A) 736 (B) 811 (C) 886 (D) 961 (E) 1 036 


Exercice B.79. Déterminer la valeur actuelle d’une rente perpétuelle dont les paie- 
ments sont 1, 3, 1, 3, ... et ainsi de suite. Ces paiements sont faits en fin d’année. 
Le taux d'intérêt est le taux nominal d’intérêt i(12) = 9% par année capitalisé men- 
suellement. 


(A) 17,66 (B) 19,25 (C) 20,84 (D) 22,43 (E) 24,02 


Exercice B.80. Barnabé a gagné le gros lot d’une loterie. Il recevra 5 000 $ par 
mois la première année, 5 200 $ par mois la deuxième année, 5 400 $ par mois 
la troisième année et ainsi de suite. Les paiements sont faits à la fin de chaque 
mois pendant 10 ans. En utilisant un taux nominal d’intérêt 4112) — 6% par année 
capitalisé mensuellement, déterminer la valeur actuelle de ce prix. 


(A)517770$ (B)518975$ (C)520180$ (D)521385$  (E) 522 590$ 


Exercice B.81. Cléo obtient un prêt de 50 000 $ à être remboursé par des paiements 
égaux à la fin de chaque mois pendant 5 ans, le premier étant fait un mois après le 
prêt. Le taux d’intérêt du prêt est le taux nominal d’intérêt 102) = 9% par année 
capitalisé à tous les mois. Cléo n’est pas en mesure de faire le n° paiement, mais 
elle fait tous les autres à temps. Comme elle n’a pu faire le n° paiement, elle doit 
toujours 1 389,06 $ à la fin de la cinquième année. Déterminer n. 


(A) 21 (B) 24 (C) 27 (D) 31 (E) 35 


Exercice B.82. Anatole veut acheter une rente perpétuelle qui paie 1 500 $ par 
année et dont le premier paiement est fait à la fin de la dixième année. Il peut faire 
cet achat soit en payant 1 970 $ à la fin de chaque année pendant 9 ans, soit en 
payant À dollars à la fin de chaque année pendant 4 ans et plus rien par la suite. 
Calculer X. 


(A) 3 828 (B) 3 939 (C) 4 050 (D) 4 161 (E) 4 272 
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Exercice B.83. La valeur accumulée à la fin de la neuvième année d’une annuité 
consistant en 9 paiements annuels de respectivement 1, 2, 3, 4, 4, 4, 3,2, 1 et dont 
le premier paiement est fait à la fin de la première année est 32,14. La valeur ac- 
cumulée à la fin de la neuvième année d’une annuitée consistant en 6 paiements 
annuels de 1, 2, 3, 3, 2, 1 et dont le premier paiement est fait à la fin de la qua- 
trième année est 14,38. Déterminer la valeur actuelle d’une annuité consistant en 
6 paiements annuels égaux de 1 et dont le premier paiement est fait à la fin de la 
deuxième année. Le taux d’intérêt est le même pour toutes ces annuités. 


(A) 4,2 (B) 4,4 (C) 4,6 (D) 4,8 (E) 5,0 


Exercice B.84. Barnabé hérite de 100 000 $. Il utilise ce capital pour acheter deux 
annuités. La première lui coûte 35 000 $ et consiste en une annuité qui lui versera 
15 paiements annuels, le premier est de X dollars fait à la fin de la première année 
et les paiements subséquents augmentent de 3% par année. La seconde lui coûte 
65 000 $ et consiste en une annuité qui versera à son fils 30 paiements annuels, le 
premier est de X dollars fait à la fin de la première année et les paiements subsé- 
quents augmentent aussi de 3% par année. Les deux annuités sont basées sur un 
taux effectif d’intérêt t, à > 0. Déterminer X. 


(A) 2361 (B) 2 484 (C) 2 607 (D) 2 730 (E) 2 853 
Exercice B.85. Une annuité paie 1 $ à la fin de chaque période de 4 ans pendant 


24 ans. Le taux d’intérêt est le taux effectif d’intérêt à par année. Étant donné que 
&g; — k, déterminer la valeur accumulée de cette annuité à la fin de la 24° année. 


1 + ki)$ — 1 1+ ki) 3 +1 
(7 8) [< ) = 
(1 — ki) —1 (1+ki) 1-1 
1 — ki)$ +1 1— ki) 3 —1 
(C) ) (D) À 
(1—ki)-1 —1 (1—ki)-l —1 
1— ki) Ÿ—1 
(+ ki) +1 
Exercice B.86. Étant donné deux prêts, chacun remboursé par un seul paiement 
dans le futur. Ces paiements incluent le principal et les intérêts. Le premier prêt est 


remboursé par un seul paiement de 8 000 $ après six ans et dont l’intérêt s’accumule 
au taux nominal de 9% par année capitalisé mensuellement. Le second prêt est 
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remboursé par un paiement de 6 000 $ après 8 ans et dont l’intérêt s’accumule au 
taux nominal de 8% par année capitalisé à tous les trois mois. Les deux prêts doivent 
être consolidés en un seul. Ce prêt consolidé sera remboursé par trois paiements 
égaux de X dollars avec l’intérêt au taux effectif de 7% par année. Ces paiements 
seront faits à la fin des deuxième, quatrième et sixième années. Déterminer X. 


(A) 3 288 (B)3 411 (C) 3 534 (D) 3 657 (E) 3 780 


Exercice B.87. Albert et Barnabé ont chacun déposé 1 000 $. Le dépôt d’ Albert est 
rémunéré au taux effectif d’intérêt à par année. Le dépôt de Barnabé est rémunéré 
au taux instantané d'intérêt 


0,2 


A t> O0. 
3+ 0.2 pour t > 


t 


À la fin de la deuxième année, les valeurs accumulées par ces deux dépôts sont 
égales. Déterminer la valeur accumulée par le dépôt d’ Albert à la fin de la cin- 
quième année. 


(A) 1 235 (B) 1 268 (C) 1 301 (D) 1 334 (E) 1 367 


Exercice B.88. Nous savons que 


1. la somme de la valeur actuelle d’un paiement de X à la fin de la cinquième 
année et d’un paiement de Y à la fin de la onzième année est égale à la 
valeur actuelle d’un paiement de (X + 2Y°) à la fin de la seizième année au 
taux effectif d’intérêt à ; 


2. X +Y = 100; 


3. i = 4%. 
Calculer X. 
(A) 50 (B) 53 (C) 56 (D) 59 (£) 62 


Exercice B.89. Étant donné un prêt pour lequel l'intérêt est calculé de la façon 
suivante : 


1. un taux nominal d’escompte de 6% par année capitalisé à tous les trois mois 
pour la première année ; 


2. un taux instantané d’intérêt de 5% par année pour les deuxième et troisième 
années ; 
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3. un taux nominal d’intérêt de 4% par année capitalisé à tous les six mois pour 
la quatrième année. 


Calculer le taux effectif d'intérêt de ce prêt par année pour cette période de 4 ans. 
(A) 5,1% (B) 5,3% (C) 5,5% D) 5,7% (E) 5,9% 


Exercice B.90. Étant donné la série de paiements : 100 $ à la fin de la première 
année, 200 $ à la fin de la deuxième année et 400 $ à la fin de la quatrième année. 
Déterminer le moment t* en années pour lequel un paiement de 700 $ fait à & = t* 
a la même valeur actuelle que la valeur actuelle de la série de paiements ci-dessus 
si l'intérêt est donné par 


0,2t 
dt = 3+0.1P pour t > 0. 
(A) 2,75 (B) 2,95 (C) 3,05 (D) 3,25 (E) 3,45 


Exercice B.91. Le bénéficiaire d’une assurance-vie de 200 000 $ choisit comme 
mode de paiement une annuité dont les paiements sont mensuels pendant 25 ans, 
le premier paiement étant fait un mois plus tard. Ce paiement mensuel a été calculé 
en utilisant un taux effectif d’intérêt de 4% par année. Après 15 ans, la compagnie 
d’assurance décide d’augmenter les montants mensuels en changeant le taux ef- 
fectif annuel d’intérêt à 5% par année. Calculer l’augmentation dans les paiements 
mensuels. 


(A) 44 $ (B)48$ (C) 52 $ (D) 56 $ (E) 60 $ 


Exercice B.92. Jean a emprunté 3 000 000 $ qui lui sont versés en trois paiements : 
le premier de 2 000 000 $ immédiatement et les deux suivants de 500 000 $ à six 
mois d'intervalle. L'intérêt sur ce prêt est calculé au taux nominal de 42) — 10% 
par année capitalisé à tous les six mois et accumulé jusqu’à la fin de la deuxième 
année. À cette date, le prêt et l’intérêt accumulé sont remplacés par une hypo- 
thèque de 30 ans au taux nominal d’intérêt 12) — 8% par année capitalisé à tous 
les mois. Le montant des paiements mensuels de cette hypothèque pour les 5 pre- 
mières années sera une fois et demie les paiements mensuels pour la sixième et les 
années suivantes. Le premier paiement d’hypothèque est payable exactement deux 
ans après le premier versement de 2 000 000 $ du prêt. Calculer la portion d’intérêt 
du 57° paiement d’hypothèque. 


(A) 19352 $ (B)19852$ (C)20352$ (D) 20 852 $ (E) 21 352 $ 
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Exercice B.93. Un prêt de Z dollars doit être remboursé par 30 paiements égaux 
à la fin de chaque trimestre. L'intérêt sur ce prêt est le taux nominal d’intérêt à(4) 
par année capitalisé à tous les trimestres. Les soldes restants sur le prêt après les 
10° et 20° paiements sont respectivement de 3 117,83 $ et 1 750,41 $. Déterminer 
la portion d’intérêt du 25° paiement. 


(A)21$ (B) 24 $ (C) 27 $ (D) 30 $ (E) 33 $ 


Exercice B.94. Une compagnie accepte de rembourser un prêt sur dix ans. Les 
paiements d’intérêt sont faits à tous les ans et un fonds d’amortissement rémunéré 
au taux effectif d’intérêt à par année est mis en place dans lequel dix versements 
égaux au montant de À dollars seront faits à la fin de chacune des dix années. 
Sachant que 
1. le montant dans le fonds d’amortissement immédiatement après le deuxième 
versement est X dollars ; 
2. le montant dans le fonds d’amortissement immédiatement après le quatrième 
versement est Ÿ dollars ; 


3. le quotient Y/X est 2,15; 


4. le montant net du prêt immédiatement après le 6° versement dans le fonds est 
24 191,88 $ 


Calculer À. 
(A) 3 170 $ (B)3370$ (C) 3 570 $ (D) 3 770 $ (E) 3 970 $ 
Exercice B.95. Un prêt est remboursé par des paiements annuels égaux à la fin de 
chaque année pendant 15 ans. Sachant que 

1. la portion du prêt remboursé au 4° paiement est 1 449,35 $ ; 

2. la portion du prêt remboursé au 7° paiement est 1 738,44 $. 


Calculer le montant total d’intérêt payé pendant les 15 années du prêt. 
(A) 15 433 $ (B)15733$  (C)16033$ (D) 16 333 $ (E) 16 633 $ 


Exercice B.96. Le 1 juin 1996, une obligation de valeur nominale de 10 000 $ ayant 
des coupons annuels au taux facial de 5,5% par année est achetée de façon à obtenir 
un taux annuel effectif de rendement de 6% par année. À l’échéance, le 1 juin 2011, 
la valeur de remboursement est de 10 500 $. La valeur comptable de l’obligation est 
ajustée chaque année de façon à être égale à la valeur de remboursement le 1 juin 
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2011. Calculer le montant d’ajustement (réduction ou ajout) de la valeur comptable 
pour l’année se terminant le 1 juin 2001. 


(A) Ajout de 32 $ (B) Réduction de 37 $ 
(EC) Ajout de 37 $ (D) Réduction de 42 $ 
(E) Ajout de 42 $ 


Exercice B.97. Un fonds d’investissement vaut 1 000 $ au début et 1 100 $ à la fin 
de l’année. Un dépôt de 350 $ est fait à la fin du 3° mois. Un retrait de 400 $ est fait 
à la fin du 6° mois. Déterminer le taux d’intérêt obtenu par ce fonds en supposant 
de l’intérêt simple durant l’année. 


(A) 11% (B) 12% (C) 13% (D) 14% (E) 15% 


Exercice B.98. Barnabé achète une obligation d’une durée de n années d’une va- 
leur nominale de 1 000 $ ayant des coupons annuels au taux facial de 5,5% par 
année pour le prix de 1 024,36 $ correspondant au taux effectif annuel de rende- 
ment à. L’ajustement de la valeur comptable pour les deux premières années après 
l’achat est une réduction au total de 2,50 $. Calculer le taux de rendement 1. 


(A) 5,00% (B) 5,25% (C) 5,50% D) 5,75% (E) 6,00% 


Exercice B.99. Un prêt de 5 000 $ est fait au taux effectif annuel d’intérêt de 6%. 
Les paiements d’intérêt sont faits à la fin de chaque année pour 8 ans et le montant 
emprunté est remboursé à la fin de la 8° année. À la fin de chaque année, l’emprun- 
teur fait des versements annuels égaux dans un fonds d'amortissement rémunéré au 
taux effectif annuel d’intérêt de 4,5%. Après 8 ans, le fonds d’amortissement vaut 
5 000 $. Calculer la différence entre le paiement d’intérêt sur le prêt et l’intérêt 
gagné par le fonds d’amortissement pour la quatrième année. 


(A) 225 $ (B) 240 $ (C) 255 $ (D) 270 $ (E) 285 $ 


Exercice B.100. Anatole achète une obligation d’une durée de 6 ans, d’une valeur 
nominale de 500 000 $ et ayant des coupons annuels au taux facial de 7% par an- 
née. Barnabé achète une obligation d’une durée de 12 ans, d’une valeur nominale 
X dollars et ayant de coupons annuels au taux facial de 6% par année. Les deux 
obligations sont remboursées au pair. Anatole et Barnabé achètent tous les deux 
leurs obligations pour obtenir un taux de rendement de 3% par année. Après leurs 
achats, ils vendent immédiatement leurs obligations pour obtenir un taux de rende- 
ment de 2% par année. Barnabé obtient le même profit qu’Anatole. Déterminer le 
montant X. 
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(A) 246 770$ (B)248 770$ (C)250770$ (D)252770$ (E)254770$ 


Exercice B.101. Un prêt de 50 000 $ fait auprès de la banque doit être remboursé 
par 20 paiements égaux à la fin de chaque année. Le taux d’intérêt du prêt est le 
taux effectif 5% par année. En plus des paiements annuels, l’emprunteur doit verser 
des frais d'ouverture de dossier au moment du prêt correspondant à 2% du montant 
prêté. Ces frais ne réduisent pas le solde du prêt. Au deuxième paiement, l’emprun- 
teur rembourse complètement son prêt. Déterminer le taux de rendement pour la 
banque de cette transaction considérant les frais d’ouverture et le remboursement 
anticipé du prêt. 

(A) 5,8% (B) 6,1% (C) 6,4% (D) 6,7% (E) 7,0% 


Exercice B.102. Un prêt est remboursé par 25 paiements annuels égaux. La portion 
d’intérêt du 10° versement est de 890 $. La portion d'intérêt du 18° versement est 
de 545 $. Calculer le solde restant du prêt immédiatement après le 22° paiement. 


(A) 2 928 $ (B)3 278 $ (C) 3 628 $ (D) 3 978 $ (E) 4 328 $ 


Exercice B.103. Un prêt de 25 000 $ est amorti par des paiements annuels égaux 
pendant 20 ans, le premier paiement étant fait un an après le prêt. Le taux d’intérêt 
du prêt est le taux effectif d'intérêt 6% par année. Déterminer pour quel paiement 
la portion d’intérêt est presque égale au quart du paiement. 


(A) 7e (B) 10° (C) 13° (D) 16° (E) 19° 


Exercice B.104. Anatole emprunte 10 000 $ de Barnabé au taux effectif d’intérêt 
à par année. Il remboursera son prêt en versant 10 000 $ dans quatre ans et 8 000 $ 
après une autre période de quatre ans. Si deux ans après son premier paiement, 
Anatole rembourse complètement son prêt, alors déterminer ce paiement. 


(A) 6 104$ (B)6479$ (C) 6 854$ (D) 7 229 $ (E) 7 604 $ 


Exercice B.105. Une obligation de valeur nominale de 1 000 $ ayant des coupons 
annuels au taux facial c par année sera remboursée au pair dans n années. Le prix 
de cette obligation est P dollars si elle est achetée pour obtenir un taux effectif 
de rendement de 4% par année. Si le taux facial avait été (c — 0,03) pour cette 
obligation, alors son prix aurait été P — 333,50 dollars pour aussi obtenir le taux 
effectif de rendement de 4% par année. Déterminer le prix d’une obligation de 
valeur nominale 1 000 $, ayant des coupons annuels au taux facial de 5,5% par 
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année et qui sera remboursé après 2n années au pair si nous voulons obtenir un 
taux effectif de rendement de 4% par année. 


(A) 1 160 $ (B)1210$ (C) 1 260 $ (D) 1310$ (E) 1 360 $ 


Exercice B.106. Un prêt de 67 500 $ au taux effectif d’intérêt de 6% par année est 
remboursé par 11 paiements mensuels de 5 000 $, le premier paiement étant fait 
un mois après le prêt, et un dernier paiement de X dollars fait un mois après de 
11° paiement de 5 000 $. Un fonds d’amortissement est mis en place pour accu- 
muler le montant de X dollars à la fin du douzième mois en faisant 4 versements 
trimestriels égaux, le premier versement étant fait 3 mois après le prêt. Ce fonds 
d’amortissement est rémunéré au taux effectif d’intérêt de 4% par année. Détermi- 
ner le montant de ces versements trimestriels dans le fonds d’amortissement. 


(A) 3 475 $ (B) 3 575 $ (C)3 675 $ (D) 3 775 $ (E) 3 875 $ 


Exercice B.107. Une obligation a comme valeur nominale 1 000 $, comme valeur 
de remboursement 1 000 $, a des coupons annuels au taux effectif de 8% par année. 
Son prix est P dollars si le taux de rendement est le taux effectif de 10% par année. 
La durée de cette obligation est de n années avec n > 10. Si cette durée doublait 
et tous les autres paramètres demeuraient inchangés, alors le prix de l’obligation 
diminuerait de 31,75 $. Déterminer P. 


(A) 840 $ (B) 850 $ (C) 860 $ (D) 870 $ (E) 880 $ 


Exercice B.108. Un prêt fait au taux effectif d’intérêt de par année est remboursé 
par n paiements annuels de 1 $, le premier étant fait un an après le prêt. P dé- 
signe la somme des valeurs actuelles des portions d’intérêt des paiements du prêt. 
Déterminer une expression pour (Ja)z. 
(TOP P 
d d 
Exercice B.109. Un investissement nécessite un paiement initial de 20 000 $, ainsi 
que des paiements annuels de 3 000 $ à la fin de chacune des cinq années suivantes. 
L'investissement retourne 3 versements annuels aux montants de X, 2X et 3X 
respectivement à la fin des sixième, septième et huitième années. Déterminer X 
pour que le taux effectif annuel de rendement soit 8% par année sur la période de 8 
années. 


(A) 9 095 $ (B) 9 160$ (C) 9 225 $ (D) 9 290 $ (E) 9 355 $ 


P P P 
Vies , (BE (C) (D) — (E) 
"A "A 
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Exercice B.110. Étant donné deux obligations, chacune de valeur nominale 1 000$, 
de valeur de remboursement 1 100 $ et d’une durée de n années. La première obli- 
gation a des coupons semestriels au taux facial : le taux nominal de 8% par année 
capitalisé à tous les six mois et son prix est de 950,44 $ pour obtenir un taux nomi- 
nal de rendement à par année capitalisé à tous les six mois. La seconde obligation a 
des coupons semestriels au taux facial : le taux nominal de 10% par année capitalisé 
à tous les six mois et son prix est de 1 107,87 $ pour obtenir un taux nominal de ren- 
dement à par année capitalisé à tous les six mois. Déterminer le prix de la première 
obligation si nous voulons obtenir un taux nominal de rendement de (à + 0,01) par 
année capitalisé à tous les six mois. 


(A) 855 $ (B) 875 $ (C) 895 $ (D) 915 $ (E) 935 $ 


Exercice B.111. Adonias emprunte 5 000 $ au taux effectif d’intérêt à par an- 
née. Le prêt sera entièrement remboursé par 6 paiements annuels égaux, le premier 
étant fait à la fin de la quatrième année. Le solde du prêt immédiatement après le 
troisième paiement est 3 441,35 $. Déterminer la portion d’intérêt du cinquième 
paiement. 


(A) 160 $ (B) 166 $ (C) 172 $ (D) 178 $ (E) 184$ 


Exercice B.112. Une obligation a une durée de 8 ans, une valeur nominale de 
1 000 $, une valeur de remboursement de 1 100 $ et des coupons annuels au taux 
facial r par année. Sachant que : 

1. son prix pour obtenir un taux de rendement de 5% par année est P dollars ; 


2. son prix pour obtenir un taux de rendement de 6% par année est (P — 65,78) 
dollars ; 


3. son prix pour obtenir un taux de rendement de r par année est X. 
Calculer X. 
(A) 1 070 $ (B)1 100$ (C) 1130 $ (D) 1 160 $ (E) 1190 $ 


Exercice B.113. Un prêt de 50 000 $ est remboursé par 20 paiements annuels, le 
premier étant fait un an après le prêt. Le premier paiement est de R dollars et tous 
les paiements subséquents augmentent de 2% par année. Le taux d’intérêt du prêt 
est le taux effectif de 5% par année. Déterminer la portion du prêt remboursé au 
14° paiement. 


(A) 2910 $ (B) 3 060 $ (C) 3210 $ (D) 3 360 $ (E) 3 510$ 
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Exercice B.114. Anatole rembourse un prêt de 20 000 $ en faisant 20 paiements 
d'intérêt à la fin de chaque année au taux effectif d’intérêt à par année et en versant 
simultanément À dollars dans un fonds d’amortissement pour accumuler 20 000 $. 
Le fonds d'amortissement est rémunéré au taux effectif d’intérêt j par année. Le 
versement total annuel (intérêt et versement dans le fonds d’amortissement) est de 
1 600 $. Le montant accumulé dans le fonds d’amortissement immédiatement après 
le 10° versement est 8 250 $. Déterminer à + j. 


(A) 7,5% (B) 7,7% (C) 7,9% (D) 8,1% (E) 8,3% 


Exercice B.115. Une obligation d’une valeur nominale de 1 000 $ et ayant des 
coupons annuels sera remboursé au pair dans 15 ans. Au prix d’achat de 815 $, son 
taux effectif de rendement sera à par année. Le taux facial (taux des coupons) est 
(i — 0,02) par année. Déterminer i. 


(A) 6,8% (B) 7,0% (C) 7,2% (D) 7,4% (E) 7,6% 


Exercice B.116. Un prêt de 10 000 $ au taux nominal d’intérêt de 10% par année 
capitalisé à tous les trimestres est remboursé par 8 paiements trimestriels, le premier 
ayant lieu 3 mois après le prêt. Les 4 premiers paiements sont au montant de À 
dollars et les 4 derniers au montant de (AR + 1 000) dollars. Déterminer la somme 
de la portion de prêt remboursé au 3° paiement et de la portion d’intérêt du 6° 
paiement. 


(A) 760 $ (B) 780 $ (C) 800 $ (D) 820 $ (E) 840 $ 


Exercice B.117. Une entreprise emprunte 100 000 $ pour 8 ans au taux effectif 
d'intérêt à par année. Elle verse annuellement ses paiements d’intérêt et met en 
place un fonds d'amortissement pour accumuler le principal emprunté. Le fonds 
est rémunéré au taux effectif d’intérêt j par année. Le montant net d’intérêt payé 
à la fin de la cinquième année est 4 220 $. Le montant accumulé dans le fonds 
d’amortissement après le quatrième versement est 45 080 $. Déterminer le montant 
net d'intérêt payé dans le septième paiement. 


(A) 2 700 $ (B) 2 800 $ (C) 2 900 $ (D) 3 000 $ (E) 3 100 $ 


Exercice B.118. Une obligation de valeur nominale de 1 000 $, d’une durée de 
4 ans ayant des coupons annuels de 40 $ pour la première année, de 50 $ pour 
la seconde année, de 60 $ pour les troisième et quatrième années et de valeur de 
remboursement de 1 050 $ est achetée pour que son taux de rendement soit le taux 
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instantané 
(4t +1) 
Se t>0. 
ôe ip +trl) PTE ù 
Déterminer le prix de cette obligation. 
(A) 500 $ (B) 535 $ (C) 570 $ (D) 605 $ (E) 640 $ 


Exercice B.119. Une obligation de valeur nominale de 1 000 $ ayant des coupons 
semestriels au taux facial : le taux nominal d’intérêt de 8% par année capitalisé à 
tous les six mois, est remboursé à l’échéance à 1 050 $. Au prix d’achat P, cette 
obligation a comme taux de rendement : le taux nominal de 9% par année capitalisé 
à tous les six mois. Si la valeur actuelle de la valeur de remboursement est de 400 $, 
déterminer P. 


(A) 890 $ (B) 910$ (C) 930 $ (D) 950 $ (E) 970 $ 


Exercice B.120. Anatole prête 50 000 $ à Barnabé au taux effectif d’intérêt à par 
année. Barnabé rembourse ce prêt en versant à Anatole dix paiements semestriels 
égaux, le premier étant fait 6 mois après le prêt. Anatole réinvestit ces versements 
dans un placement rémunéré au taux effectif d’intérêt de 6% par année. Si le taux 
de rendement de cette transaction pour Anatole immédiatement après le dernier 
paiement de Barnabé est le taux effectif de 7% par année, déterminer i. 


(A) 7,3% (B) 7,5% (C) 7,7% (D) 7,9% (E) 8,1% 


Exercice B.121. Une obligation de valeur nominale de 100 $, d’une durée de 25 
ans, de valeur de remboursement de 100 $ a des coupons annuels au taux de 5% par 
année pour les 5 premières années, de 4 % par année pour les 5 années suivantes, 
de 3% par année pour les 5 années suivantes, de 2% pour les 5 années suivantes et 
finalement de 1% pour les 5 dernières années. Déterminer le prix de cette obligation 
si nous voulons que le taux effectif de rendement soit à par année. 


Den Dents 
(A) 37% | 100225 (B) 3" } 10022 
si sa 
Dé == 584 — 
(C) 2573 } 100725 D) 23 | 100225 
15 155 
983 — v°aa 2 
Œ) 5 + 10077 


15 
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Exercice B.122. Un prêt de 1 000 $ est remboursé par 5 paiements égaux à la fin 
de chaque année. Le taux instantané d’intérêt du prêt est 
1 


À t> O0. 
4 14 +2 pour t > 


Déterminer la portion d’intérêt du 3° paiement. 
(A) 38,70 $ (B) 42,60 $ (C) 45,50 $ (D) 48,40 $ (E) 51,30 $ 


Exercice B.123. Cléo rembourse un prêt de 20 000 $ en mettant en place un fonds 
d’amortissement et en y déposant 10 versements égaux à la fin de chaque année. 
Le fonds d’amortissement est rémunéré au taux effectif d’intérêt de 6% par année. 
Immédiatement après le quatrième versement, le taux effectif d’intérêt du fonds 
d’amortissement diminue à 5% par année. À ce moment, Cléo rajuste ses paiements 
pour toujours accumuler 20 000 $ à la fin de la dixième année. Par quel pourcentage 
doit-elle augmenter le montant de ses versements annuels ? 


(A) 7,4% (B) 7,6% (C) 7,8% (D) 8,0% (E) 8,2% 


Exercice B.124. Un prêt au taux effectif d’intérêt à par année est remboursé par 
n paiements égaux de À dollars. La portion d’intérêt du 30° paiement est (R/4) 
dollars. La portion du prêt remboursé dans le 5° paiement est (R/10) dollars. Dé- 
terminer i. 


(A) 7,6% (B) 7,8% (C) 8,0% (D) 8,2% (E) 8,4% 


Exercice B.125. Un investisseur achète deux obligations. Les deux ont la même 
valeur nominale de 1 000 $, la même valeur de remboursement de C dollars, la 
même durée de 15 ans et des coupons annuels au taux facial de r par année. La 
première est achetée à 986,48 $ pour obtenir un taux effectif de rendement de 8% 
par année. La seconde est achetée à 1 180,40 $ pour obtenir un taux effectif de 
rendement de 6% par année. Déterminer la valeur de remboursement C. 


(A) 975 $ (B) 1 000 $ (C) 1025 $ (D) 1 050 $ (E) 1 075 $ 


Exercice B.126. Un prêt au taux effectif d’intérêt est remboursé par 20 paiements 
à la fin de chaque année. Les 19 premiers paiements sont au montant de 1 000 $ et 
le dernier au montant de X dollars. Le solde restant du prêt immédiatement après 
le 10° paiement est 6 950 $. Le solde restant du prêt immédiatement après le 11° 
paiement est 6 400 $. Déterminer le montant total d’intérêt payé pour ce prêt. 


(A) 8 630 $ (B) 8 760 $ (C) 8 890 $ (D) 9 020 $ (E) 9 150$ 
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Exercice B.127. Anatole achète une obligation à 950 $ qui paie des coupons an- 
nuels de 40 $ à la fin de chaque année. Il réinvestit ses coupons dans un placement 
rémunéré au taux effectif d'intérêt de 6,5% par année. Il revend son obligation im- 
médiatement après le 10° coupon à 1 010 $. Déterminer le taux effectif annuel de 
rendement de cette transaction. 


(A) 48% (B) 5,0% (C) 5,2% (D) 5,4% (E) 5,6% 


Exercice B.128. Anatole prête à Barnabé 1 000 $. Ce dernier rembourse ce prêt en 
faisant deux versements, un de X dollars et un de Y dollars. Si Barnabé verse X 
dollars à la fin de la première année et Y dollars à la fin de la deuxième année, alors 
le taux effectif de rendement de cette transaction pour Anatole est de 5% par année. 
Par contre si Barnabé verse Y dollars à la fin de la première année et X dollars à 
la fin de la deuxième année, alors le taux effectif de rendement de cette transaction 
pour Anatole est de 4% par année. Dans chaque cas, nous supposons que le premier 
versement de Barnabé est réinvestit par Anatole au taux de rendement. Déterminer 
PERS 


(A) 859 $ (B) 911$ (C) 963 $ (D)1015$ (E) 1 067 $ 


Exercice B.129. Une entreprise emprunte 100 000 $ pour 10 ans qu’elle rembour- 
sera en versant à la fin de chaque année les intérêts et en mettant en place un fonds 
d’amortissement pour accumuler 100 000 $ à la fin de la 10° année. Elle déposera 
dix versements égaux à la fin de chaque année dans ce fonds. Ce fonds est rémunéré 
au taux instantané de l'intérêt 


1 
= -— our 0 < 4 < 10. 
DT EN died 
Déterminer le montant net du prêt immédiatement après le 6° versement dans ce 
fonds. 


(A) 50 070 $ (B) 50 360 $ (C) 50 650 $ (D) 50 940 $ (E) 51 230 $ 


Exercice B.130. Une obligation d’une durée de 2n années ayant des coupons an- 
nuels, les n premiers au montant de 30 $ et les n derniers au montant de 50 $, 
est achetée à 669,76 $ pour obtenir un taux effectif de rendement de 5,8% par an- 
née. Une seconde obligation d’une durée de 2n années ayant des coupons annuels, 
tous au montant de 40 $, est achetée à 735,29 $ pour obtenir un taux effectif de 
rendement de 5,8% par année. Ces deux obligations ont la même valeur de rem- 
boursement. Déterminer n. 
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(A) 15 (B) 16 (C) 17 (D) 18 (E) 19 


Exercice B.131. Un prêt de ZL dollars au taux effectif d’intérêt à par année est 
remboursé par 2n paiements à la fin de chaque année, le premier au montant de R 
dollars et les paiements subséquents diminuent de 3% par année. Le solde restant 
du prêt immédiatement après le n° paiement est de 17 dollars. Déterminer À. 


M?(i +0,03) 
À 9° M — (0,97"L) 
2: 
à M2(i — 0,03) 


(0,97)(2L — (0,97) M) 
(2L — M)(i + 0,03) 


OO Gone 
(2M — L}(i — 0,03) 
D Gone 
2 
(E) 


(0,97)*(2M — (0,97)"L)(i + 0,03) 

Exercice B.132. Un prêt au taux effectif d’intérêt de 8% par année est remboursé 
par 20 paiements semestriels, le premier étant fait six mois après le prêt. Les paie- 
ments alternent : les paiements impairs sont de X dollars et ceux pairs sont de 2X 
dollars. Le montant total d'intérêt payé pour ce prêt est de 16 800 $. Déterminer le 
solde restant du prêt immédiatement après le 14° paiement. 


(A) 13 600 $ (B) 13 700 $ (C) 13 800 $ (D) 13 900 $ (E) 14 000 $ 


Exercice B.133. Un prêt de 23 000 $ au taux effectif d’intérêt de 7,5% par année 
est remboursé par 4n paiements annuels, le premier ayant lieu un an après le prêt. 
Les (4n—1) premiers paiements sont au montant de 2 000 $ et le dernier au montant 
de X dollars. Le solde restant du prêt immédiatement après le 2n° paiement est de 
16 575 $. Déterminer la valeur actuelle du dernier paiement de X dollars. 


(A) 60 $ (B) 79 $ (C) 98 $ (D) 117 $ (E) 136$ 


Exercice B.134. Une obligation d’une durée de 10 ans, de valeur nominale de 
1 000 $, ayant des coupons semestriels au taux facial, le taux nominal de 6% par 
année capitalisé à tous les six mois, et remboursée au pair est achetée au prix de 
876,60 $. Sa valeur comptable immédiatement après le paiement du deuxième cou- 
pon est de 885,13 $. Déterminer la valeur comptable de cette obligation immédia- 
tement après le paiement du 15° coupon. 
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(A) 940 $ (B) 945 $ (C) 950 $ (D) 955 $ (E) 960 $ 


Exercice B.135. Un fonds d'amortissement est mis en place pour rembourser un 
prêt de 50 000 $. L’emprunteur y versera n paiements égaux, un à la fin de chaque 
année pendant n années. Le fonds est rémunéré au taux effectif d’intérêt de 6% par 
année. Le montant total d’intérêt gagné par ce fonds est de 18 840 $. Le montant net 
du prêt immédiatement après le 3° dépôt dans le fonds est de 43 800 $. Déterminer 
le nombre d’années n. 


(A) 14 (B) 15 (C) 16 (D) 17 (E) 18 


Exercice B.136. Une obligation avec des coupons de 20 $ est vendue pour P dol- 
lars. Une deuxième obligation avec les mêmes valeur de remboursement et durée, 
ayant des coupons de 35 $ est vendue pour Q dollars. Une troisième obligation 
avec les mêmes valeur de remboursement et durée a des coupons de 50 $. Tous les 
prix sont basés sur le même taux de rendement et les coupons sont payés à la même 
fréquence. Déterminer le prix de la troisième obligation. 


(A) (5P — 40) 
(B) (6P — 30) 
(CO) (—3P +60) 
(D) (—P +20) 
(Œ) (-2P + Q) 


Exercice B.137. Anatole investit un total de 25 000 $. Il achète une annuité avec 
des paiements de 3 000 $ au début de chaque année pour 8 ans au taux effectif 
d'intérêt de 6% par année. Comme les paiements d’annuité sont reçus, ils sont 
réinvestis au taux effectif d’intérêt de 5% par année. Le reste des 25 000 $ est 
investi dans un certificat de dépôt de 8 ans au taux nominal d’intérêt de 8% par 
année capitalisé trimestriellement. Déterminer le taux effectif annuel de rendement 
sur les 25 000 $ investis pendant la période de 8 ans. 


(A) 6,04% (B) 6,14% (C) 6,24% (D) 6,34% (E) 6,44% 


Exercice B.138. Étant donné l'information pour un fonds d’investissement présen- 
tée au tableau de la page suivante, calculer la valeur absolue de la différence des 
taux de rendement pondérés par le capital et pondérés par le temps. (A) 0,54% (B) 


0,59% (C) 0,64% (D) 0,69% (E) 0,74% 
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Date 1 janv. 2009 | 1 mars 2009 | 1sept. 2009 | 1 janv. 2010 
Valeur du fonds 

avant dépôt 75 000 78 000 90 000 80 000 
ou retrait 

Dépôt 10 000 

Retrait 15 000 


Exercice B.139. Un prêt est remboursé par des paiements annuels de R dollars à la 
fin de chaque année pour 15 ans. Le montant du prêt remboursé dans les 4 premières 
années est 3 410,06 $. Le montant du prêt remboursé dans les 4 dernières années 
est 8 662,76 $. Calculer le montant total d’intérêt payé durant les 15 années du prêt. 


(A) 18 070 $ (B) 18 295 $ (C) 18 520 $ (D) 18 745 $ (E) 18 970 $ 


Exercice B.140. Anatole contracte un prêt de 15 000 $ au taux effectif d’intérêt de 
i par année. Étant donné que 


1. le premier paiement est fait à la fin de la quatrième année ; 
2. six paiements annuels égaux sont faits pour rembourser entièrement le prêt ; 
3. le solde restant à la fin de la sixième année est 10 324,02 $. 

Déterminer le solde restant à la fin de la septième année. 

(A) 6 906 $ (B)7017$ (C)7 128$ (D) 7 239 $ (E) 7 350 $ 


Exercice B.141. Un prêt de 50 000 $ est remboursé par 20 paiements annuels. Le 
premier paiement est de À dollars et est fait à la fin de la première année. Chaque 
paiement subséquent est À dollars de plus que le paiement précédent. Déterminer 
le solde restant immédiatement après le 11° paiement en utilisant un taux effectif 
d'intérêt de 5% par année. 


(A)38212$  (B)41212$ (C)44212$  (D)47212$  (E)50212$ 


Exercice B.142. Un prêt de L dollars doit être remboursé par trente paiements de 
200 $ à la fin de chaque mois. L'intérêt sur le prêt est le taux nominal d'intérêt à(12) 
par année capitalisé mensuellement. Les soldes restants immédiatement après les 
sixième et dix-huitième paiements sont respectivement 4 377,83 $ et 2 286,98 $. 


Déterminer le montant du prêt remboursé dans le vingt-cinquième paiement 
(A) 171$ (B) 176$ (C) 181$ (D) 186 $ (E) 191 $ 
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Exercice B.143. Un investissement nécessite un paiement initial de 25 000 $ et des 
paiements annuels de 5 000 $ à la fin de chacune des cinq premières années. Débu- 
tant à la fin de la sixième année, l’investissement retourne cinq paiements annuels 
égaux au montant de X dollars. Déterminer X pour que le taux de rendement soit 
le taux effectif de 8% par année sur la période de 10 ans. 


(A) 16 050 $ (B) 16 545 $ (C) 17 040 $ (D) 17 535 $ (E) 18 030 $ 


Exercice B.144. Deux obligations de valeur nominale de 1 000 $, d’une durée de 
n années sont remboursées au pair. La première obligation ABC a des coupons 
semestriels au taux nominal de 10% par année capitalisé à tous les six mois et un 
prix de 1 154,41 $ pour obtenir un taux nominal de rendement à par année capitalisé 
à tous les six mois. La deuxième obligation XYZ a des coupons semestriels au taux 
nominal de 8% par année capitalisé à tous les six mois et un prix de 1 025,73 $ 
pour obtenir le même taux nominal de rendement à par année capitalisé à tous les 
six mois. Déterminer le prix de l’obligation ABC pour obtenir un taux nominal de 
rendement à + 0,01 par année capitalisé à tous les six mois. 


(A) 1 056 $ (B) 1 066 $ (C) 1076 $ (D) 1 086 $ (E) 1 096 $ 


Exercice B.145. Anatole a contracté un prêt au taux effectif d’intérêt de 6% par 
année qu’il rembourse par des paiements à la fin de chaque année pendant 15 ans. 
Le premier paiement est de 3 000 $ et tous les paiements subséquents augmentent 
de 500 $ par année. Calculer la portion d’intérêt dans le huitième paiement. 


(A) 3 017 $ (B) 3 082 $ (C)3147$ (D) 3 212$ (E) 3 277 $ 


Exercice B.146. Une entreprise rembourse un prêt de 200 000 $ sur une période 
de 8 ans. Les paiements d’intérêt sont faits à la fin de chaque année. Un fonds 
d'amortissement est mis en place pour accumuler 200 000 $ à la fin de la huitième 
année. L'entreprise y versera 8 paiements annuels égaux à la fin de chacune des 
années. Ce fonds d’amortissement est rémunéré au taux instantané de l’intérêt 
1 
= ——— pour0<t<8. 
(16 — t) 

Déterminer le montant net du prêt immédiatement après le troisième versement 
dans le fonds. 


(A)142925$ (B)143370$ (C)143 815$ (D)144260$  (E) 144705 $ 
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Exercice B.147. Un fonds d’investissement vaut 15 000 $ au début et à la fin de 
l’année. Un dépôt de 3 000 $ est fait à la fin du cinquième mois. Un retrait de 
4 000 $ est fait à la fin du huitième mois. Déterminer le taux d’intérêt obtenu par 
ce fonds en supposant de l’intérêt simple durant l’année. 


(A) 6,2% (B) 6,5% (C) 6,8% (D) 7,1% (E) 7,4% 


Exercice B.148. Anatole achète une obligation de valeur nominale de 1 000 $, 
ayant des coupons annuels au taux de 4,5% par année et d’une durée de n années. 
Au prix payé, le taux effectif de rendement est à par année. Les valeurs comp- 
tables de l’obligation à la fin des troisième et cinquième années sont respectivement 
854,32 $ et 867,21 $. Déterminer à où (4 > 0). 


(A) 5,0% (B) 5,5% (C) 6,0% (D) 6,5% (E) 7,0% 


Exercice B.149. Un prêt est remboursé par 20 paiements, un à la fin de chaque 
année pendant 20 ans. Le premier paiement est de À dollars et les paiements sub- 
séquents augmentent de 4% par année. Le taux d’intérêt du prêt est le taux effectif 
d'intérêt de 6% par année. Pour quel paiement, la portion d’intérêt est approxima- 
tivement (1/6) du paiement ? 


(A) 14 (B) 15 (C) 16 (D) 17 (E) 18 


Exercice B.150. Un prêt est remboursé par 12 paiements annuels de 1 500 $. 
Le taux d’intérêt est le taux effectif d’intérêt de 6% par année. Immédiatement 
après le quatrième paiement, le prêt est renégocié. Le cinquième paiement sera de 
1 000 $, le sixième paiement sera de (1 000+Æ°) dollars, les paiements subséquents 
augmentent de X dollars avec chaque paiement. Le nombre de paiements reste le 
même. Déterminer le montant ajusté du dernier paiement. 


(A) 1 945 $ (B) 1995 $ (C) 2045 $ (D) 2 095 $ (E) 2 145 $ 


Exercice B.151. Une obligation de valeur nominale de 1 000 $, d’une durée de 14 
ans et ayant des coupons annuels au taux facial de r par année est remboursée à 
1 150 $. Le prix de cette obligation pour obtenir un taux effectif de rendement de 
5% par année est P dollars. Le prix de cette obligation pour obtenir un taux effectif 
de rendement de 6% par année est (P — 120,48) dollars. Déterminer le prix de cette 
obligation pour que le taux effectif de rendement soit r par année. 


(A) 1 051$ (B) 1058 $ (C) 1065 $ (D) 1 072 $ (E) 1079 $ 
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Exercice B.152. Anatole emprunte 25 000 $ pour 10 ans. À chaque année, il paie 
l'intérêt sur le prêt et verse À dollars dans un fonds d’amortissement pour accu- 
muler le principal emprunté. Le paiement total (intérêt sur le prêt et dépôt dans le 
fonds d’amortissement) à la fin de chaque année est 3 771,70 $. Le montant net 
du prêt à la fin de la cinquième année est 14 308,13 $. Déterminer le montant net 
d'intérêt payé dans la troisième année. 

(A) 1610 $ (B) 1 640$ (C) 1670 $ (D) 1 700 $ (Œ) 1 730 $ 


Exercice B.153. Une obligation d’une valeur nominale de 1 000 $ et ayant des 
coupons annuels sera remboursée au pair dans 12 ans. Au prix d’achat de 1 180 $, 
son taux effectif de rendement est à par année. Le taux facial est (à + 0,02) par 
année. Déterminer à 


(A) 4,1% (B) 4,3% (C) 45% (D) 4,7% (E) 4,9% 


Exercice B.154. Cléo prête 10 000 $ à Barnabé au taux effectif d’intérêt 8% par 
année. Ce dernier rembourse ce prêt par 6 paiements à la fin de chaque année, les 
3 premiers au montant de À dollars et les 3 derniers au montant de 2R dollars. 
En recevant ces paiements, Cléo les réinvestit dans un placement rémunéré au taux 
effectif d’intérêt de 7% par année. Déterminer le taux effectif annuel de rendement 
de cette transaction sur la période de 6 ans. 


(A) 7,30% (B) 7,45% (C) 7,60% D) 7,75% (E) 7,90% 


Exercice B.155. Un prêt de 5 000 $ est remboursé par 4 paiements égaux à la fin 
de chaque année. Le taux instantané d’intérêt du prêt est 


ô : t>0 
he OUT 4 
Prod PE 


Déterminer la portion de principal remboursé dans le troisième paiement. 
(A) 1 349 $ (B)1381$ (C) 1413 $ (D) 1 445 $ (Œ) 1 477 $ 


Exercice B.156. Un prêt de 100 000 $ au taux effectif d’intérêt de 6% par année 
est remboursé par 11 paiements mensuels de 8 000 $, le premier paiement étant 
fait un mois après le prêt, et un dernier paiement de X dollars fait un mois après 
le onzième paiement de 8 000 $. Un fonds d’amortissement est mis en place pour 
accumuler le montant de X dollars à la fin du douzième mois en faisant 4 verse- 
ments trimestriels égaux, le premier versement étant fait 3 mois après le prêt. Ce 
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fonds d'amortissement est rémunéré au taux nominal annuel d'intérêt i(4) — 4% 
par année capitalisé à tous les trimestres. Déterminer le montant de ces versements 
trimestriels dans le fonds d'amortissement. 


(A) 3 550 $ (B)3 610$ (C) 3 670 $ (D) 3 730 $ (E) 3 790 $ 


Exercice B.157. Un prêt est remboursé par des paiements de P dollars à la fin de 
chaque année pendant 15 ans. Si le total du prêt remboursé dans les 4 premières 
années est 2 334,06 $ et que le total du prêt remboursé dans les 4 dernières années 
est 4 206,18 $, déterminer le montant total d’intérêt payé durant les 15 années du 
prêt. 

(A) 5 100 $ (B) 5385 $ (C) 5 670 $ (D) 5 955 $ (E) 6 240 $ 


Exercice B.158. Le 1° juin 2000, une obligation ayant une valeur nominale de 
1 000 $ et des coupons annuels au taux de 6,25% est achetée pour rapporter un taux 
effectif de rendement de 5,5% par année. Le 1° juin 2010, cette obligation sera 
remboursée à 1 075 $. La valeur comptable de cette obligation sera ajustée chaque 
année de façon à ce qu’elle égale la valeur de remboursement le 1° juin 2010 selon 
la méthode actuarielle. Déterminer l’ajustement à apporter à la valeur comptable 
pour l’année se terminant le 1° juin 2004. 


(A) Réduction de 2,32 $ 
(B) Ajout de 1,74 $ 
(C) Ajout de 2,32 $ 
(D) Réduction de 1,74 $ 
(E) Réduction de 3,12 $ 


Exercice B.159. Un prêt de 100 000 $ au taux effectif d’intérêt de 6% par année 
est remboursé par 20 paiements annuels. Le premier paiement est fait un an après le 
prêt. La portion de prêt remboursé est la même pour tous les paiements. Déterminer 
pour quel paiement la portion d’intérêt du paiement représente 35% de ce paiement. 


(A) 10 (B) 11 (C) 12 (D) 13 (E) 14 


Exercice B.160. Anatole a emprunté 80 000 $ le 1° janvier 2008. Le taux d'intérêt 
de ce prêt est le taux nominal d'intérêt :(12) — 6% par année capitalisé à tous les 
mois. Il rembourse ce prêt par des paiements égaux à la fin de chaque mois pendant 


10 ans. Déterminer le montant total d’intérêt qu’il a payé pendant l’année 2011. 
(A) 3 068 $ (B) 3 260 $ (C)3452$ (D) 3 644$ (E) 3 836 $ 
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Exercice B.161. Barnabé prête L dollars à Cléo au taux effectif d’intérêt à — 6% 
par année. Cette dernière rembourse Barnabé en lui versant 48 paiements mensuels. 
Les 24 premiers paiements sont de À dollars et les 24 derniers sont de 2R dollars. 
Le premier paiement est fait un mois après le prêt. Barnabé réinvestit ces paiements 
de Cléo dans un placement rémunéré au taux d’intérêt de 5% par année. Déterminer 
le taux effectif annuel de rendement de cette transaction pour Barnabé. 


(A) 5,05% (B) 5.18% (C) 531% (D) 5,44% (E) 5,57% 


Exercice B.162. Un prêt est remboursé par n paiements annuels égaux au montant 
de R dollars. Étant donné que : 


1. la portion d'intérêt du 3° paiement est 1 045,70 $ ; 
2. la portion d'intérêt du 7° paiement est 926,85 $ ; 
3. la portion d’intérêt du 11° paiement est 768,12 $ ; 


alors déterminer À. 


(A) 1 300 (B) 1 400 (C) 1 500 (D) 1 600 (E) 1 700 


Exercice B.163. Anatole place 4 000 $ au taux effectif d’intérêt de 10% par an- 
née pour 20 ans. L'intérêt est versé annuellement et est réinvesti au taux effectif 
d’intérêt à par année. À la fin de la 20° année, le montant total d’intérêt accumulé 
par Anatole est Z. Barnabé place 500 $ à la fin de chaque année pendant 10 ans 
au taux effectif d'intérêt de 8% par année. L'intérêt est versé annuellement et est 
réinvesti au taux effectif d’intérêt à par année. Déterminer le montant total d’intérêt 
accumulé par Barnabé à la fin de la 10° année. 


2V Zi + 4 000 — 400 + 4001 


(A) 


0 
(B) 2V Zi + 40 — 400 + 4000i 
2 
d 


(C) 2V Zi + 400 + 400 + 40 


i 
(D) 2V Zi + 400 — 400 + 400i 


t 


40 — 400: 


Œ 2V Zi + 400 


12 


Annexe B Questions à choix multiple de réponses 361 


Exercice B.164. Étant donné une obligation de valeur nominale de 1 000 $ ayant 
des coupons annuels au taux effectif d'intérêt de 6% par année est achetée à P 
dollars pour un taux effectif de rendement de 7% par année et que l’ajustement 
dans la valeur comptable pour la septième année est de 7,35 $. Déterminer P 


(A) 927 (B) 940 (C) 953 (D) 966 (E) 979 


Exercice B.165. Un investissement nécessite un paiement initial de 80 000 $ et 
des paiements annuels de 10 000 $ à la fin de chacune des 5 premières années. 
L'investissement rapporte 10 paiements annuels, le premier est de X dollars et est 
fait à la fin de la 6° année. Les paiements subséquents augmentent de 7% par année. 
Déterminer X pour que le taux effectif de rendement soit de 8% par année sur cette 
période de 15 ans. 


(A) 19 069 (B) 19 325 (C) 19 581 (D) 19 837 (E) 20 093 


Exercice B.166. Anatole achète une obligation d’une durée de n années de valeur 
nominale de 1 000 $, de valeur de remboursement de 1 050 $ ayant des coupons 
annuels au taux facial de 6% par année pour le prix de 914,20 $ correspondant 
au taux effectif de rendement à par année. La valeur comptable de cette obligation 
immédiatement après le versement du deuxième coupon est 922,47 $. Déterminer 
le nombre d’années n. 


(A) 12 (B) 14 (C) 16 (D) 18 (E) 20 


Exercice B.167. Un prêt de 100 000 $ au taux effectif d’intérêt de 5% par année 
est remboursé par 10 paiements annuels de 10 000 $, le premier paiement étant fait 
un an après le prêt, et un dernier paiement de X dollars fait un an après le dixième 
paiement de 10 000 $. Un fonds d’amortissement est mis en place pour accumuler le 
montant de X dollars à la fin de la onzième année en faisant 132 versements égaux, 
le premier versement étant fait un mois après le prêt. Ce fonds d’amortissement est 
rémunéré au taux effectif d'intérêt de 3% par année. Déterminer le montant de ces 
versements mensuels dans le fonds. 


(A) 235 $ (B) 250 $ (C) 265 $ (D) 280 $ (E) 295 $ 


Exercice B.168. Barnabé emprunte 20 000 $ au taux effectif d’intérêt à par année. 
Le prêt sera entièrement remboursé par 24 paiements mensuels égaux, le premier 
étant fait 13 mois après le prêt. Le solde du prêt immédiatement après le douzième 
paiement est 10 458,51 $. Déterminer la portion de prêt remboursé du dixième 
paiement. 
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(A) 785 $ (B) 802 $ (C) 819 $ (D) 836 $ (E) 853 $ 


Exercice B.169. Une obligation d’une valeur nominale de 1 000 $ et ayant des 
coupons annuels sera remboursé au pair dans 12 ans. Au prix d’achat de 1 155 $, 
son taux effectif de rendement est à par année. Le taux facial (taux des coupons) est 
(i + 0,02) par année. Déterminer i. 


(A) 6,84% (B) 7,15% (C) 7,46% (D) 7,77% (E) 8,08% 


Exercice B.170. Un prêt de 5 000 $ est remboursé par 10 paiements égaux à la fin 
de chaque année. Le taux instantané d’intérêt du prêt est 


1 


CET) 


pour 0 <#4< 10. 


Déterminer la portion d’intérêt du cinquième paiement. 
(A) 215 $ (B) 235 $ (C) 255 $ (D) 275 $ (E) 295 $ 


Exercice B.171. Cléo achète une obligation au prix de 1 020 $ qui paie des cou- 
pons annuels de 50 $ à la fin de chaque année. Elle réinvestit ses coupons dans 
un placement rémunéré au taux effectif d’intérêt de 4% par année. Elle revend son 
obligation immédiatement après le huitième coupon à 1 010 $. Déterminer le taux 
effectif annuel de rendement de cet investissement. 


(A) 4,5% (B) 4,7% (C) 4,9% D) 5,1% (E) 5,3% 


Exercice B.172. Un fonds d'amortissement est mis en place pour rembourser un 
prêt de 100 000 $. L’emprunteur y versera des paiements mensuels égaux, un à 
la fin de chaque mois pendant n années. Le fonds est rémunéré au taux nominal 
d'intérêt 412) = 6% par année capitalisé à tous les mois. Le montant total d'intérêt 
gagné par ce fonds pendant la troisième année est 808,73 $. Déterminer n. 

(A) 7 (B)9 (C) 11 (D) 13 (E) 15 


Exercice B.173. Anatole achète une obligation de valeur nominale de 1 000 $ 
ayant des coupons annuels au taux de 5% par année et d’une durée de n années. Au 
prix payé, le taux effectif de rendement est à par année. Les valeurs comptables de 
l'obligation sont respectivement 1 117,26 $ et 1 110,98 $ à la fin des septième et 
neuvième années. Déterminer le prix payé pour cette obligation. 


(A) 1 035 $ (B) 1 060 $ (C) 1 085 $ (D)1110$ (Œ) 1135$ 
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Exercice B.174. Un fonds d’investissement vaut 5 000 000 $ le 1° janvier 2009 et 
5 800 000 $ le 31 décembre 2009. Un dépôt de 200 000 $ est fait le 1° juin 2009. Un 
retrait de 300 000 $ est fait le 1° septembre 2009. Déterminer le taux de rendement 
obtenu par ce fonds en supposant de l’intérêt simple durant toute l’année. 


(A) 16% (B) 18% (C) 20% (D) 22% (E) 24% 


Exercice B.175. Arthur emprunte 50 000 $ qu’il rembourse en faisant 16 paiements 
annuels, le premier paiement de À dollars est fait un an après le prêt et les paiements 
subséquents diminuent de (R/30) dollars avec chaque paiement. Le taux effectif 
d'intérêt est de 6% par année. Déterminer la portion d’intérêt du dixième paiement 


(A) 976 $ (B)1125$ (C) 1274 $ (D) 1 423 $ (Œ) 1572 $ 


Exercice B.176. Un prêt fait au taux nominal d’intérêt de 42) = 8% par année 
capitalisé à tous les 6 mois est remboursé par 24 paiements semestriels, le premier 
étant fait six mois après le prêt. Les paiements alternent : les paiements impairs 
sont de 3X dollars et ceux pairs sont de X dollars. Le montant total d'intérêt payé 
pour ce prêt est de 43 020 $. Déterminer le solde restant du prêt immédiatement 
après le dixième paiement. 

(A) 52 460 $ (B) 52 679 $ (C) 52 898 $ (D) 53 117 $ (E) 53 336 $ 


Exercice B.177. Anatole prête L dollars à Barnabé. Ce dernier rembourse ce prêt 
en faisant deux versements, un de X dollars et un de Ÿ dollars. Si Barnabé verse X 
dollars un an après le prêt et Y dollars deux ans après le prêt, alors le taux effectif de 
rendement de cette transaction est à par année pour Anatole. Par contre si Barnabé 
verse Ÿ dollars un an après le prêt et X dollars deux ans après le prêt, alors le 
taux effectif de rendement de cette transaction est j par année pour Anatole. Nous 
supposons que le premier versement de Barnabé est réinvesti au taux de rendement 
par Anatole. Déterminer Y/X. 


eo [a] leo 
eee le) 
o [EH 0207] fa) 
put) [an 
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(£) 


(+5) —E) Ê 22) 
ER RCE TE LG 


Exercice B.178. Une entreprise emprunte 100 000 $ pour 4 ans qu’elle rembour- 
sera en versant à la fin de chaque année les intérêts et en mettant en place un fonds 
d’amortissement pour accumuler 100 000 $ à la fin de la quatrième année. Elle dé- 
posera À dollars à la fin de la première année, 2R dollars à la fin de la deuxième 
année, 3R dollars à la fin de la troisième année et 4R dollars à la fin de la quatrième 
année. Ce fonds est rémunéré au taux instantané d’intérêt 


1 
Gi 
TES 


pour 0 <t<4. 


Déterminer le montant net du prêt immédiatement après le deuxième versement 
dans le fonds. 


(A) 71 387 $ (B) 71 804 $ (C) 72 221 $ (D) 72 638 $ (E) 73 055 $ 


Exercice B.179. Au taux nominal d'intérêt 4112) — 12% par année capitalisé à tous 
les mois, une rente paie 100 $ au début de chaque mois pour les douze premiers 
mois, 200 $ au début de chaque mois pour les douze mois suivants et enfin 300 $ 
au début de chaque mois pour les douze mois suivants. Si ZL est la valeur actuelle 
de cette rente au début du premier mois, alors 


(A) 5 800 (B) 5 840 (C) 5 880 (D) 5 920 (E) 5 960 


Exercice B.180. La fonction d’accumulation d’un fonds commun d’actions pour 
les 5 premières années a été a(t) — 1 + V4. Andrée a investi dans ce fonds 1 000 $ 
initialement, 1 000 $ à la fin de la première année et 1 000 $ à la fin de la deuxième 
année. À la fin de la cinquième année, elle a accumulé le même montant que Bar- 
nabé qui a investi dans le même fonds 4 000 $ au moment t — 7. Alors ce moment 
T est égal à 


(A) 1,11 (B) 1,13 (C) 1,15 (D) 1,17 (E) 1,19 


Exercice B.181. Si it), Un), dt") et d(27) sont des taux équivalents, alors X dans 
l'expression suivante : 


2 
(2n) i(n) 
ax (S ) pre) =: 
2n n 
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est égale à 
dt2n) den) ;U2n) (27) 
(B) (C) D 
n 2n n 2n 
Exercice B.182. Un prêt de 1 000 $ est remboursé par un paiement de 800 $ après 
11 mois et de 300 $ après 22 mois. Si iQ?) désigne le taux nominal d’intérêt par 
(12) est égal à 


année capitalisé mensuellement de ce prêt, alors le taux 
(A) 8,120% B) 8,245% ©) 8,370% D) 8,495% E) 8,620% 


(A) (E) dt) 


Exercice B.183. La valeur accumulée à la fin de la dixième année d’une annuité 
consistant en 20 dépôts de 10 000 $ à la fin de chaque trimestre pendant les 5 
premières années et de 20 dépôts de R dollars à la fin de chaque trimestre pendant 
les 5 dernières années est 500 000 $ si le placement est rémunéré au taux nominal 
d'intérêt (9 = 6% par année capitalisé à tous les trois mois. Alors le montant R 
est égal à 


(A) 8 004 (B) 8 079 (C) 8 154 (D) 8 229 (E) 8 304 


Exercice B.184. Anne place 4 000 $ pendant 3 mois au taux d’intérêt simple de 
4% par année, alors que Bernard place 4 010 $ pendant la même période au taux 
d’escompte simple d par année. La valeur accumulée pour ces deux placements à 
la fin de la période de 3 mois sera la même. Alors d est égal à 


(A) 2,07% (B) 2,37% (C) 2,67% (D) 2,97% (E) 3.27% 


Exercice B.185. La valeur actuelle de 1 000 $ payable dans 2 ans au taux d’es- 
compte composé d est 902,50 $. Si X désigne la valeur accumulée par 2 000 $ 
placé pendant une année au taux instantané d’intérêt 1,250, où 0 est le taux instan- 
tané d’intérêt équivalent à d, alors la valeur X est égale à 


(A) 2021 (B) 2 132 (C) 2 243 (D) 2354 (E) 2 465 


Exercice B.186. L’échéance moyenne (en années) de la série suivante de paie- 
ments : 1 000 $ immédiatement, 2 000 $ à la fin de la 2° année, À dollars à la fin de 
la 5° année au taux d'intérêt composé de 3% par année est 3,5. Alors le montant À 
est égal à 


(A) 4 364 (B) 4 444 (C) 4 524 (D) 4 604 (E) 4 684 


Exercice B.187. Claude a emprunté L dollars qu’elle remboursera en versant 36 
paiements au montant de 400 $ à la fin de chaque mois, le premier paiement étant 
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fait six mois après le prêt. Ce prêt est convenu au taux nominal d’escompte de 
d(2) = 3% par année capitalisé à tous les mois. Alors le montant L est égal à 


(A) 13 400 (B) 13 491 (C) 13 582 (D) 13 673 (E) 13 764 


Exercice B.188. Daniel veut accumuler 20 000 dollars après sept ans. Il fait les 
dépôts suivants : 5 000 dollars immédiatement, X dollars à la fin de la troisième 
année et 7 000 dollars à la fin de la quatrième année dans un fonds de placement. 
Si ce fonds est rémunéré au taux instantané d'intérêt d — 4% par année. Alors 


(A) 4 680 (B) 4 740 (C) 4 800 (D) 4 860 (E) 4 920 


Exercice B.189. Anne a emprunté ZL dollars au taux nominal d’escompte d@) = 
8% par année capitalisé semestriellement. Elle rembourse son prêt en faisant les 
paiements suivants : 2000 $ trois ans après le prêt, 3000 $ quatre ans après le prêt. 
Alors le montant L est égal à 


(A) 3 460 (B)3 550 (C) 3 640 (D) 3 730 (E) 3 820 


Exercice B.190. Béatrice a accumulé 200 000 $ au fil des ans. Elle utilise ce ca- 
pital pour acheter une rente qui lui versera à la fin de chaque trimestre À dollars 
pour les cinq premières années et 1,5 dollars pour les cinq années suivantes. Le 
premier versement aura lieu 3 mois après l’achat de la rente. Le taux d’intérêt de 
cette transaction est le taux nominal d’intérêt à = 6% par année capitalisé tri- 
mestriellement. Alors le montant À est égal à 


(A) 5 424 (B)5 511 (C) 5 598 (D) 5 685 (E) 5 772 
Exercice B.191. La fonction de capitalisation d’un placement est 
a(t) = 1 +0,05t + 0,0014%. 


Si nous déposons dans ce placement 1 000 $ initialement, 2 000 $ à la fin de la 
première année et 3 000 $ à la fin de la deuxième année, alors la valeur accumulée 
par ces dépôts à la fin de la dixième année est 


(A) 14 026 (B) 14 121 (C) 14 216 (D) 14311 (E) 14 406 


Exercice B.192. Pendant une année, nous déposons 1 000 $ à la fin de chaque 
mois, sauf pour le cinquième mois où nous déposons X dollars plutôt que 1 000 $, 
dans un placement. Celui-ci est rémunéré au taux nominal d’intérêt à(12) — 3% 
par année capitalisé mensuellement. La valeur accumulée à la fin de l’année est 
12 400 $. Alors X est égal à 


(A) 1 230 (B) 1 250 (C) 1 270 (D) 1 290 (E) 1 310 
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Exercice B.193. La valeur accumulée à la fin de la vingtième année d’une annuité 
consistant en 240 dépôts de 150 $ au début de chaque mois pendant 20 ans au 
taux nominal d’intérêt i(12) par année capitalisé mensuellement est 65 000 $. Si à 
désigne le taux effectif d’intérêt par année équivalent au taux nominal 4(12), alors 
le taux à est égal à 


(A) 5,35% (B) 5,45% (C) 5,55% D) 5,65% (E) 5,75% 


Exercice B.194. Clémentine emprunte 5 000 $ pendant 7 mois au taux d’intérêt 
simple de 5,5% par année, alors que Danielle emprunte 7 000 $ pendant 4 mois au 
taux d’escompte simple d par année. Pour ces deux prêts, elles paieront le même 
montant d’intérêt. Alors d est tel que 


(A) 6,20% (B) 6,33% (C) 6,46% (D) 6,59% (E) 6,72% 


Exercice B.195. Un capital double lorsque placé au taux instantané de l’intérêt Ô 
par année pendant 5 ans. Ce capital triplera lorsque placé au taux instantané de 
l'intérêt 0,750 par année après t années. Alors t est égal à 


(A) 10,40 (B) 10,57 (C) 10,74 (D) 10,91 (E) 11,08 


Exercice B.196. Émilie achète pour le prix de 24 000 $ une rente perpétuelle 
consistant en des paiements de 300 $ à la fin de chaque trimestre, le premier paie- 
ment étant fait 3 mois après l’achat. Le taux d’intérêt de cette transaction est Le taux 
nominal d'intérêt (1) par année capitalisé trimestriellement. Si plutôt que d’acheter 
cette rente perpétuelle, elle avait fait l’achat avec ce capital de 24 000 $ d’une rente 
consistant en des paiements de À dollars à la fin de chaque trimestre pendant 20 
ans, le premier paiement étant fait 3 mois après l’achat et que le taux d’intérêt était 
le même, alors le montant À est égal à 


(A) 476 (B) 490 (C) 504 (D) 518 (E) 532 


Exercice B.197. L’échéance moyenne t* de la série suivante de paiements : 1 000 $ 
immédiatement, 3 000 $ à la fin de la 3° année, 2 000 $ à la fin de la 7° année au 
taux d’intérêt composé de 4,5% par année est 


(A) 3,50 (B) 3,60 (C) 3,70 (D) 3,80 (E) 3,90 


Exercice B.198. Un prêt de 100 000 $ est remboursé par 10 paiements annuels. Le 
premier est fait un an après le prêt et les paiements subséquents augmentent de 5% 
avec chaque année. Le taux effectif d’intérêt de ce prêt est de 6% par année. Alors 
la portion de principal remboursé dans le 7° paiement est 


(A) 11 142 (B) 11 265 (C) 11 388 (D) 11511 (E) 11 634 
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Exercice B.199. Un emprunt au taux nominal d’intérêt 1 = 6% par année capi- 


talisé trimestriellement est remboursé par des versements égaux à la fin de chaque 
trimestre pendant 20 ans. Le premier paiement est fait 3 mois après le prêt. La por- 
tion du capital remboursé dans le 57° paiement est 4 022,38 $. Alors le solde restant 
du prêt immédiatement après le 63° paiement est 


(A) 84 732 (B) 85 719 (C) 86 706 (D) 87 693 (E) 88 680 


Exercice B.200. Une obligation de durée de 10 ans a pour valeurs nominale et 
de remboursement : 1 000 $. Les coupons sont annuels. Le taux facial pour la 
première année est le taux effectif d’intérêt de 3% par année et ce taux augmente 
de 0,25% par année avec chaque année. Si l’obligation est achetée pour obtenir un 
taux effectif de rendement de 4% par année, alors son prix d’achat est égal à 


(A) 982 (B) 939 (C) 996 (D) 1 003 (E) 1 010 


Annexe B Questions à choix multiple de réponses 369 


B.1 Réponses aux questions à choix multiple 

LB 2D 3A  4D SE 6C 7.C  8E 
9.A IOE 11B 12.D 13.B 14.C 15.A 16.E 
17.B 18.B 19.B 20.D 21.C 22.D 23.A 24.C 
25.D 26.D 27.E 28.A 29.A 30.B 31.C 32.B 
33E %.C 35.C 36E 37.B 38D 39.C 40.B 
41.D 42.A 43.D 44E 45.E 46.A 47.B 48.C 
49.B S5S0E SLA S52A 53D 54D 55.A 56.B 
57.E 58C S59.C 60.D 61.A 62.D 63.B 64E 
65.B 66.D 67.C 68A 69E 70E 71LA  72.B 
73.C 74B 75.D 76.D 77.B 78E 79.C 80.E 
8LA 82A 83B S84C 85.D 86.B 87E 88.D 
89. A 90.C 91.B 92A 93.C 94.C 95.D 96.E 
97.D 98B 99.A 100.E 101.B 102.D 103.D 104.B 
105.C 106.C 107.A 108E 109.E 110.B 111.D 112.A 
113.B 114.D 115.A 116.E 117.C 118.B 119.D 120.D 
121.C 122.A 123.B 124E 125.C 126.A 127.B 128.E 


129.E 130.C 131.A 132.B 133.D 134E 135.C 136.D 
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règle du banquier, 236 


date de comparaison, 40 
déflation, 149 
diagramme d’entrées et sorties, 40 
dollar, 150 
constant, 150 
courant, 150 
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échéance, 44, 46 
moyenne, 44 
moyenne approchée, 46 
escompte, 13, 19, 20 
composé, 19 
taux, 19 
facteur, 13 
simple, 20 
taux, 20 


fonds d’amortissement, 195 
montant net du prêt, 195 
force de l'intérêt, 27 


indice des prix à la consommation, 149 
inflation, 149 
intérêt, 1, 7-9, 15 
composé, 8, 9 
taux, 9 
payable d’avance, 15 
précompté, 15 
simple, 7 
taux, 7 


méthode, 52, 94 
de bissection, 52 
de Newton-Raphson, 52, 94 
moyenne, 47 
arithmétique, 47 
géométrique, 47 


obligation, 13, 219-222, 228, 233, 240, 
244, 246 
achetée à escompte, 222 
achetée à prime, 222 
au pair, 220 
avec coupons, 219 


coupon, 220 

d’accumulation, 219 

de capitalisation, 219 

durée, 221 

en série, 246 

formule basique, 222 

formule de Makeham, 222 

formule du montant de base, 222 

formule prime/escompte, 222 

méthode du vendeur d’obligations, 

240 

montant de base, 221 

prix, 220 

prix du marché, 233 

prix uniforme, 233 

rachetable, 244. 

sans coupon, 13 

taux de rendement, 220 

taux facial, 220 

taux modifié d'intérêt, 220 

valeur comptable, 228, 233 

valeur de remboursement, 220, 221 
valeur actuelle, 221 

valeur faciale, 220 

valeur nominale, 220 

vendue à escompte, 222 

vendue à prime, 222 


principal, 2 


règle, 50, 164 

de «114 », 50 

de «72 », 50 

des signes de Descartes, 164 
reinvestissement, 168 
rente, 63, 76,81 
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différée, 76 
perpétuelle, 81 


série binomiale, 45 


taux de rendement, 163, 174, 176 
d’un fonds de placement, 174 
pondéré par le temps, 176 

taux d’intérêt ajusté à l’inflation, 151 

taux effectif, 6, 14, 15 
d’escompte, 14, 15 

n° période, 15 
d'intérêt, 6 
nieme période, 6 

taux équivalents, 15 

taux instantané, 27, 30 
d’escompte, 30 
de l’intérêt, 27 

taux nominal, 23, 24 
d’escompte, 24 
d'intérêt, 23 


valeur, 2, 13, 40, 163 
accumulée, 2 
actuelle, 13, 163 
des recettes nettes, 163 
fonction, 13 
équation de, 40 
escomptée, 13 
fonction, 13 


Le théorie de l'intérêt est fondamentale de nos jours pour prendre des décisions avisées sur les prêts et les 
investissements. Dans ce livre, nous traitons des éléments essentiels suivants : 


- les diverses mesures de l'intérêt ; 

- les principes de base de la théorie ; 

- les annuités certaines ; 

- le rendement et le réinvestissement ; 

- l'amortissement et les fonds d'amortissement ; 
- les obligations négociables. 


Plus de quatre cents exercices sont inclus dans le livre dont 125 résolus. 


Illustration de la couverture : Cette spectaculaire collision (Arp 272) entre deux galaxies en spirale, NGC 6050 et 
IC 1179, se situe dans la constellation d'Hercules. Arp 272 est à 450 millions d'années-lumière de la Terre. 
Gracieuseté de la NASA, ESA, Hubble Heritage (STScl/AURA)-ESA/Hubble collaboration, et K. Noll (STScI). 
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